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$1. 关于 道 算 子 的 定理 

我 们 在 本 章 中 将 对 第 一 部 分 中 (参见 第 五 章 Š 4) 给 出 的 关于 
逆 算 子 的 结论 作 一 些 补充 讨论 . 

1. 1， 问 忆 一 下 在 第 一 部 分 中 所 给 出 的 定义 ， WU 1 J WO 
ZR X 到 赋 范 空间 Y 内 的 连续 线性 算 子 , 如 果 存 在 从 Y 到 XX 内 的 
算 子 了 ,使 得 | 

VU=Ix (Iyxz=z*,z€X), (1) 
UV=Iy Изу=у,=Е\), (2) 
UER V СВА РЕВА И = 0. 

SATU 的 存在 (即使 不 连续 ) ETU ЗВ ЛХ $J Y E 
的 一 对 一 的 映射 此外， 如果 U ' 是 连续 的 ， 则 此 映射 将 是 同 构 
映射 . 

如 果 关 系 式 (1) 或 (2) 仅 有 一 个 成 立 ， 则 称 算 子 了 是 左 逆 算 子 
或 右 逆 算 子 并 分 别 记 为 =U7!，V=U7**， 在 V.4.4 中 已 经 证 
HH: 连续 左 逆 算 子 存在 的 充分 必要 条 件 是 

ут] (EX), (3) 
Jeri m ЛР z HER. ЗЕН, МЯ TU pR X 12 zz Y 
E, 则 左 , 右 逆 算 子 均 存 在 , НИЕ ОКЕ О, 
1.2. 我们 来 证 明 下 述 定理 ， 


* ) 本 节 的 内 容 参 见 Neumann[1] 或 Schauder[ 21. 
жж) НЫЕ 1 和 * 将 略 去 不 写 . 


EHL 如果 将 В-и ХАН E Y 内 的 连续 线性 算 


ХАД na 和 人 人 — ии т Р 


ова т, а Y'— UGX 8 有 -空间 
证 ， 这 里 只 要 证 明 空间 Y 的 完备 性 ， 设 {yw} Y 中 的 自 
收敛 序列 ， 令 а, = 0 (Yn) w ,=U(z,);n=1,2,:.). ВЕТ 
述 可 知 
0—01 = 1 (а) — И (r) (2те 2,1, 
К—ижЕЙЖ. TE 
lim [tael =0. 


命 Yo = U (zo), 则 得 yoEY' № yayo. 空间 Y' 的 完备 性 于 是 得 证 . 
推 沦 ， 在 上 述 定理 的 条 件 下 , УДО. 
1.3， 设 U0 是 从 赋 范 空间 尼 到 赋 范 空 闻 YY 内 的 连续 线性 算 子 . 
显而易见 ， 集 合 X, =Z (0) 是 空间 慰 的 闲 子 空间 ， 由 和 和 X, EJ 
成 商 空 间 Х=Х/Х. (2 IV.1.8), 4 2E€X; 考虑 任意 元 素 


ZEX， 令 


0(2) =0(т). (4) 
Вж з", "Ст, Ща СХ, NI UG) 00"), nÍ DL363SU (2) 
的 定义 和 元 素 аСт 的 选择 无 关 ， 这 样 ， 式 (4) 就 定义 了 从 空间 
到 YY 内 的 算 子 0。 这 个 算 子 是 齐 次 的 和 可 加 的 ， 它 还 是 连续 的 : 
ЖА 
10 (2) = ИСУ И=| СЄ), 
的 右 端 取 下 人 确 界 可 得 
1002) |= 10 (2) 10 |#| (ЕХ). 
H 8 f U МЕХЖЯЕЖИ=Оф Hp p EMAX X/ X, м 
自然 同 坟 ( 见 IV.1. ЗН =10|. 
AF U FU RAE FERIAS H Х З 25 ар A 
. 4 ° 


的 对 应 (映射 )， 事 实 上 ， 如 果 0(2) = 二 0， 则 对 于 任意 的 zEx 将 有 
(т) =0, Ж) xEV-1(0) 一 Xo, 因 而 3 和 空间 其中 的 零 元 素 组 成 
的 类 六 ,一 致 . 

Ш ХИТУ ЕВ, 算 子 也 将 和 映射 到 立 上 . 此 外 , 如 果 
存在 连续 的 逆 算 子 5-!， 则 称 空间 XX 和 空间 六 是 同 态 的 , РО k 
作 是 从 空间 到 空间 Y 上 的 同 态 算 子 . 

用 原始 空间 美和 YY 的 术语 来 讲 ， 从 空间 半 到 空间 Y 上 的 同 态 
算 子 吕 可 由 下 述 两 个 条 件 来 表征 : 

1) U(X)= 

2) 存在 т>0, 对 于 每 一 个 yEY, 可 求 得 xEX 使 得 

g=UCz), [9] т] 21. 

事实 上 , 如 果 忆 是 同 态 算 子 , 则 1) 显 然 成 立 ， 其 次 , 由 IV.1.8 

的 式 (4), 取 zCz=U-1(g), 则 得 
[12121210 111, 
因而 可 取 


m 


=- 1 _ 
210-11 
反之 , 如 果 两 个 条 件 均 满足 , 则 从 1) 得 00Х) -Ү. it ze X, 
对 y= 二 0(z) 求 与 第 二 个 条 件 相 应 的 zCX. 由 于 
U(e@(z))=U(z)=g=U(z), 
以 及 算 子 0 的 相互 单 值 性 , 可 知 p(z)= z. МИ: 
0762) = [0 1212 122т [2 1. 
正如 在 1,1 rh ER HBD BEF, ХЛАМ ОХ) =У 就 保 
证 存在 连续 (双边 ) 逆 算 子 D. 
1. 4， 定理 1 的 道 命题 在 泛 隧 方程 理论 中 起 着 很 基本 的 作用 ， 
它 是 下 述 引 理 的 一 部 分 . 
引 理 1. 设 0 是 从 B- 空 间 XX 到 赋 范 空间 Y 内 的 连续 线性 算 


~ ~ 


2 4 这 时, Iz KERE ZAX PRERADE ENR 以 S, K 


ААА ww . АА A. пои ими 


Be, , 则 7 是 ИИ ЮР, 特别 MREFU 所 
实现 的 映射 是 一 对 一 的 话 , 则 存在 连续 的 双边 逆 算 于 . 
证 .我 们 来 验证 上 一 段 中 的 二 个 条 件 是 满足 的 ， 显 然 ， 可 以 
AAIR BAI S, 均 是 闲 球 ; 今 证 
0(В) 28, л. (5) 


取 正 数 序列 (е), iD e<l, 并 考察 JE8, (В) 
k=1 


5,, 则 可 找到 y1ED(B), 使 得 
lyy | Заг. 

用 z, KOR ВН y = U(z тек. VE В, 是 空间 XX 中 以 零点 
为 中 心 以 为 半径 的 闭 球 ， 由 引 理 的 条 件 推 知 0(B,) Su 因此， 
由 于 元 素 y 一 SE5,,1, 故 可 找到 元 素 nE, 使 得 

[0 — (9, +0) | «ет (4, = U(x,)). 
用 类 似 的 办 法 重复 以 上 的 论证 ， 我 们 就 得 到 满足 如 下 条 件 的 两 个 
序列 {yn} СУ Я} СХ; 


Ya =U (rn), z,C B, iz- Dy: | Зет (6) 
k=t 
(RCN, e; =1). 
HT 12,]<е,. 而 和 是 完备 空间 , 所 以 级 数 之 ;x; 收效 ， 如 果 用 := 
=} 


表示 这 个 级 数 的 和 , 则 
CESHA 16 6,02, 
© =1 k=1 


也 就 是 说 z€ B.. НАХ, 
"бо 


U(z)= Sv (z,)= У». 
k= k=1 


但 从 式 (0) 显然 可 见 Sy = z. МИ yU) 这样, 我 们 就 证 明 


k=1 
f U(D,)ƏS, } 505) #0. 
因由 (5) 推 知 UCB) DS ил, 所 以 


U(X)= U UBD U $.в=У, 
n=1 n=1 


这 就 验证 了 第 一 个 条 件 . 
其 次 ,如果 y> 0 是 Y 中 任意 一 个 元 素 , 则 
у = 


ЖНС EB о И). hr a= lln, w 
得 到 
руна, |= УИ I< ll. 
因此 ,第 二 个 条 件 亦 满足 ， 引 理 得 证 . 
推论 。 如 果 引 理 的 条 件 满足 , 则 立 是 完备 空间 . 
事实 上， 由 于 U 是 同 态 算 子 ， 故 从 商 空 间 X =X/X, 


(X;=U- (0)) HY HATU 有 连续 的 逆 算 子 ， 因 为 了 = 了 (X)， 
应 用 定理 1 立 得 此 推论 . 

引 理 的 条 件 验证 起 来 比较 困难 ， 更 为 方便 的 是 下 述 定理 的 条 
tE. 

EE (Banach). AUX) ERAY PHR ARA, M! 
理 的 条 件 得 以 满足 , AMU BE: A 2 aj] X НУ ЕН. 

证 ， 仍 用 引 理 中 各 记号 ， 我 们 来 征明 ; 如 果 引 理 的 条 件 不 满 

. 7. 


м, 则 集合 U5(B) 处 处 不 稠密 ， 设 若 不 然 ， 则 可 求 得 空间 YY 中 的 以 
点 PEY 为 中 心 以 7? 为 半径 的 球 So, т) ER 

(В) DS yo, г). (7) 
集合 UC(B) 是 对 称 的 ， 即 它 同时 包含 元 素 yy 和 (一 站、 显然 ， 闭 包 
UB) 同 样 是 对 称 的 ， 于 是 由 (7) 式 可 得 

И(В)>5(—уь, г). 
取 yES,， 3290009) 和 (一 % 十 幻 分 别 属于 SC) 和 有 (一 go 
r), 因 之 这 两 个 元 素 也 都 属于 均 ( 思 .但 Z(B) 是 凸 集 ， 因 此 57(B) 
也 是 凸 集 ， 故 也 (B) 应 包含 分 别 属 于 这 两 个 集合 的 元 素 的 半 和 , 特 
别 是 有 


y= (G+) + (—# Í +2))SU(B) ， 
+%0(8)55,. 


于 是 , 如 果 引 理 1 的 条 件 不 满足 . 集合 U(B) 处 处 不 稠密 . 同样 
可 证 对 (Bu)(nEN) 中 任何 一 个 也 都 如 此 ， 但 因为 


исх) = [Ј0(В,), 


故 得 知 Z(X)? 是 第 一 纲 集合 . 
定理 得 证 . 
我 们 再 指出 这 个 定理 的 下 述 推论 , 它 是 定理 1 BU mh e BB, 
推论 ， 如果 连续 线性 算 子 性 实 现 了 从 B- 空 间 闵 到 B- 空 间 Y 


~ 


的 闭 子 空间 上 的 一 对 一 的 映射 , ПИЯ РО 是 连续 算 子 . 

事实 上 ，B- 空 间 的 闭 子 空间 仍然 是 B- 空 间 , 因而 它 本 身 是 第 
二 纲 集 ( 见 工 4.7). 

1.5. 下面 我 们 指出 定理 2 的 某 些 直 接应 用 . 

假定 在 向 量 空间 天 中 用 两 种 不 同 的 办 法 引进 范 数 . 分 别 以 
121, #121 表示 在 第 一 种 和 第 二 种 范 数 定义 方法 之 下 元 素 EX 
. 8 ° 


的 范 数 。 因此, 集合 买 就 变 成 两 个 赋 范 空间 X, МХ, ХЕХ, 和 
X, 应 看 成 两 个 不 同 的 冉 范 空间 , 但 它们 之 间 可 能 不 存在 实质 上 的 
区 别 ， 例 如 当 在 一 全 空间 中 收敛 的 序列 在 另 一 个 空间 中 也 收敛 于 
同一 个 元 素 时 就 是 如 此 ， 这 时 ， 我 们 就 说 空间 X, A X, 中 的 范 数 
是 等 价 的 , 这 表明 空间 X, 和 空间 和 sz 是 同 构 的 (参见 IV. 1. 3). 
定理 3， 设 XI НХ, М В, 并且 ХС, 如 果 从 


A 


A A кл 


证 .用 乙 表 未 从 空间 X, 到 空间 六 ARRA RT, 也 就 是 说 
U 是 这 样 的 算 子 : 它 将 元 素 zCX, 映射 为 同一 个 z:， 但 看 成 是 义 。 
中 的 元 素 ， 易 见 志 是 连续 线性 算 子 ， 如 果 集 合 X SUX д 
X, 中 的 第 二 岗 集 ， 则 由 定理 2 qA 44 X = X, НОЖИ 
ЯГ. 因而 , 车 在 空间 X, 中 有 极限 关系 mnr 存在 , 则 在 空间 X, 
中 存在 这 样 的 极限 关系 : =U an) 207 =, 这 就 是 说 
空间 X, 和 空间 X, 中 的 范 数 是 等 价 的 . 

注 . 象 上 面 一 样 ,分 别 用 izl, 和 |z1; 表示 元 素 z 在 空间 X, 中 
和 在 空间 XX, 中 的 范 数 , 则 范 数 等 价 这 个 事实 可 以 叙述 成 ， 存 在 常 
数 т, М>0 使 得 

m|z| < zL < M zl (2ЄХ,= Х,). 


ERE, f M= т йр. 


将 定理 应 用 到 X = ССр) Х,= ССр), 我 们 就 得 到 
下 述 结论 : 所 有 连续 可 微 国 数 的 集合 是 连续 国 数 空间 C 中 的 第 一 
纲 集 .同样 可 知 : 几乎 处 处 有 界 可 测 图 数 的 集合 是 空间 工 : 中 的 
第 一 纲 集 , 等 等 . 

* ) 这 财 我 们 假定 嵌入 关系 ХСХ, 保持 代数 运算 ， 即 XX; 可 看 作 是 X, 中 的 线 


+. 
. 9 . 


1.6. 设 T 是 从 研 范 空间 于 的 集合 人 到 赋 范 空间 Y 上 的 算 子 
“不 一 定 是 线性 的 ), 如 果 从 
Е (n=1,2,-); En > Lo, Tzn) >o, 
可 推出 z S£ H. Т(10) = у, ИЖТ ERAF. 
定义 于 闭 集合 上 的 连续 线性 算 子 显然 是 闭 算 了 于 ， 车 了 了 是 线性 
闭 算 子 而 X 和 六 均 为 下 -空间 ， 则 复命 题 亦 成 立 ， 即 下 述 定 理 
RSL. 
ER ¿ AT EAB-ARXMAHNKA ORB- 空间 Y 内 
的 线性 闭 算 子 ， 则 了 是 韦 续 算 工 
证 ， 在 定理 的 假设 之 下 因 钨 本身 也 是 B-26, ПАО = 
.在 空间 半 中 引进 新 的 范 数 , 命 
lehl = Е 7) | (€X). (8) 
ЛЕ ПЕРЕ ER ELERE REA АУЕ a ХЕ 
新 范 数 是 完备 的 ， 设 | 
lim [2 — 2ь |0. 
这 表明 
im jz 一 ze 一 0 而 且 lim |7(2,) —T(z,)[= 0. 
区 为 对 这 样 的 范 数 面 言 空间 中 科 都 是 完备 的 , 所 以 必 存 在 极限 
limz,=z М HimT (zn) =. 


>> 


出 算 子 了 的 闭 性 , 得 知 yo= T (z). ИЖ 


lim!iz,—z [1 =lim а, 一 20 | + lim!T(z,) —Т (za) | =0 
n> n >° neo 


这 REHA T ER X 52 T 38 Ус НО. 


因为 
[=], 
所 以 由 | zj->0 可 推 知 jz.1->0。， 利 用 上 一 定理 , 我 们 就 得 到 
Jzi < M| z]. 


s jÜ >» 


更 有 
ITz|<M]:z], 
这 表明 算 子 下 是 连续 的 . 
注 ， 定 义 于 整个 空间 上 或 用 线性 集合 上 的 闭 线性 算 子 类 与 连 
续 线性 算 子 类 是 重合 的 .但 车 考察 在 线性 ( 非 闭 ) 集 上 的 闭 线性 算 
+, 则 它们 实际 上 构成 了 较 连 续 算 子 类 更 广 的 一 类 算 子 . 例如 空间 
12 (а, Б) ЯТТ: 


у= 701), y(t)= (t) 


dt ° 
是 定义 在 所 有 其 导数 属于 L*(a，6) 的 绝对 连续 图 数 的 集合 包 上 
的 , 不 难 验证 , 77 是 闭 算 子 但 不 是 连续 的 ， 

闭 的 但 非 连 续 的 算 子 主要 是 在 外 = 是 Hilbert 空间 时 加 以 
研究 ， 一 般 情 形 的 研究 十 分 困难 , 因为 这 要 涉及 到 任意 B- 空 间 的 
结构 问题 . 


$ 2， 已 给 方程 与 其 共 思 方程 之 间 的 联系 
本 节 我 们 同时 考察 两 个 有 关联 的 方程 
U(7)=Y, (1) 
U*(g)= f. (2) 
我 们 称 方程 (2) 是 方程 (1) 的 共 思 方程， 通常 假定 避 是 从 空间 太 到 
空间 Y 了 内 的 连续 线性 算 子 .尽管 本 节 的 茶 些 定理 不 要 求 六 和 六 一 
定 是 完备 空间 , 但 我 们 以 后 总 认为 和 YY 是 完备 的 . 
本 节 的 定理 对 于 空间 L(a, b) Е 是 由 Hellinger 和 Toeplitz [1], 
[2 证 明 的 ; 对 于 空间 1° 和 Lr (а, b) 的 情形 是 由 Riesz[3] 证 明 的 :一般 情形 
的 证 明 可 参见 Banach; Хаапеп-Г. : 
2.1. 在 下 面 的 叙述 中 , 所 谓 零 集合 将 起 很 大 的 作用 ， 设 六 是 
空间 六 中 线性 泛 国 的 某 个 集合 用 МГ) 表示 对 任何 Er 使 得 
. 11 


f(z) 一 0 的 所 有 EX 的 集合 ， 如 果 EC X, 则 用 МСЕ) 表示 所 有 
这 样 的 泛 函 的 集合 , 它 在 集 忆 中 每 个 元 素 上 取 值 为 零 . EA МОГ) 
MNE) 分 别 叫 做 集合 信和 集合 如 的 零 集合 . 

如 果 我 们 考察 对 偶 对 CX, XO, MRA МОГ) ТЕ Ш. 3.2 中 
作为 一 般 情 况 而 引进 的 集合 矿 的 零 化 于 T+, mN СЕ E R 
零 化 子 Et. 根据 Ш. 3. 2 中 所 叙述 的 零 化 子 和 极 的 性 质 , 以 及 在 
空间 X 中 关于 范 数 闭 和 能 闭 的 一 致 性 ， 我 们 就 得 到 : 1) МГ) 
X 中 的 闲 线性 集 ,2) N (N*(E)) 是 吾 的 闭 线性 包 ，3) 如 果 X, 是 
Хх, 则 

X,=N(N*(X.,)). 

类 似 地 可 以 得 到 :; 1) NACE X* 中 的 (*)- НЕЕ, 
2) М* (МГ) Г (+) - 9 ЕН, 3) ЗЕ Z д Xp- 
弱 闭 子 空间 , 则 

Z=N*(N(Z)). 

Н, В X Ad4ER RA, MEX 中 不 是 所 有 的 关于 范 数 闭 
的 子 空间 是 〈*)- 弱 闭 的 ， 所 以 不 是 所 有 的 闭 子 空间 均 具 有 形式 
N*(E)(ECX). 

Ул: Х>Х* ЖИЛ. WREE EEM X dh WJ 3 £H: 
A, 则 用 Eo** 表 示 (E), ВП E ** 是 X* АБА НИКЕ, (ЄХ) 
HIZ В, 其 中 象 通常 那样 

Ff)=f(z) (ЄХ). 

对 于 空间 YY 用 类 似 的 记号 G,(y&EY). 

显然 , FARY: 
N*(E)=N(Eo**). 

对 于 集合 CX*， 可 以 考 将 两 个 零 集合 一 一 N( 卫 )CX 和 
МГ)СХ** 容易 看 出 

СМОГ) Јо = МГП Х,**, 
е 12 < 


其 中 Xo** 对 应 于 通常 记号 , 它 表示 集合 л(Х). 
最 后 引进 算 子 乙 的 零 集 合 N(C)， 它 是 在 算 子 乙 作 用 下 变 为 
零 向 量 的 所 有 YEX 的 全 体 , 换言之 
N(U)=U-!(0). 
2.2， 我 们 要 问 : НХ ИЯ ООС 
的 ? 下 述 定理 部 分 地 回答 了 这 个 问题 . 
EHL it Y'=U(X)JF2 Y, 是 集合 立 Шиа. WA 
Y,=N(N(U*)), 
也 就 是 说 Y， BERAT U AA E MZ A IEY 的 公共 零 元 素 
集合 . 
Ш. 首先 证 明 关 系 式 


N*(Y')=N(U*). (3) 
设 gEN*(Y')， 因 对 任何 zEX 有 U(x)EY', 所 以 
U*(g)(z)=g(U(z))=0 (z€X), (4) 


即 U*(g)=0 B.geN(U*). 等 式 (4) 还 表明 : 如 果 0* (9) =0, 则 
geN*(Y'). 这样, 我们 就 证 明了 关系 式 (3) 的 成 立 ， 对 (3) 式 两 端 
取 其 零 集 ( 即 以 算 子 N 作用 两 端 ) 后 得 到 
N(N*(Y'))=N(N(U*)). 
但 因 Y' 是 线性 集合 , 正如 2.1 中 所 指出 的 , 其 闭 包 与 N(N*(Y”)) 
重合 .定理 于 是 得 证 . 
对 偶 的 定理 也 成 立 . 
定理 1" 用 义 * 表 示 和 集合 U*(Y*) 的 (*)- 弱 闭 包 , 则 有 
X*=N*(N(U)). 
ШЕ. EOR U* REU JS 33 
N*(U*(Y*))=N(U**), 
并 考察 此 式 两 端 与 集合 Xi* 的 交 ， 因 为 
U**(F,)(g)=F,C(U*(g))=g(U(z)) =@ь (g) 
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(gEY*, z€ X), 


亦 即 
С++.) бусу GEX), 
交集 МОХ ER ЄМО) Ў А Р.ЄХ ** 所 组 成 . 换 
N(U**) N X МОСК) )]0*". 
另 一 方面 又 有 
№(0* (У*)) N Хо" = [М(0*СУ*)) 15 **. 
比较 所 得 到 的 关系 式 可 得 
моу) = МО), 
因而 
N*(N(U*(Y*)))= М* (М. 
ВЯ Х* = N*(N(U*(Y*))), 于 是 定理 得 证 ， 

2.3. 下面 责 个 定理 给 出 了 方程 (1) 或 (2) 中 一 个 方程 对 于 任 
意 右 端 项 的 可 解 性 与 另 一 个 方程 的 齐 次 可 解 性 之 间 的 相依 关系 . 

定理 2， 方 程 (2) 对 任意 的 JEX* 有 解 的 充分 必要 条 件 是 算 工 
U 具有 连续 的 左 逆 算 子 V”. 

证 ， 必 要 性 ， 设 方程 (2) 对 任意 的 SEX 均 有 解 ,换言之 ， 设 
U*(Y*) 一 X+， 考 察 空间 X 中 任意 非 零 元 素 z. 由 定理 V.7.2, 存 
EZA JEX* 使 得 

х) = |=], У =1. 
其 次 , 由 定理 1. 2, U* ERSAT, 因此 可 求 得 9EY* 使 得 
U*(g)=f, lgsgsl<mlfl= 
其 中 由 不 依赖 于 f, 因而 也 不 依赖 于 z， 综 上 可 得 
|z|=fG)=g(U(z))< ]g|lUCe)|<mlUC)l. 
. 14% 


WOS jl GEX), 


МИЕ ОН EET y“, 
充分 性 ， 设 fo 是 处 中 的 任意 线性 泛 函 , Ш fe X... 假定 存在 
ARAT Un =U 并 记 
900) = f U GEU (X)). 

定义 于 Y =V(X) 上 的 证 国 9 是 连续 的 和 线性 的 .将 9 扩张 到 全 
YY 上 得 到 泛 陋 gsY*， 因为 对 任意 的 xzSX 均 有 VCz)EY 所 以 

U*(g|)(z)=g /(U(z))=g'(U(z))= (ИТУ) = folt). 
HH U* (ga) = fo, 亦 即 方程 (2) 对 任意 右 端 都 可 解 . 

定理 2” 方程 (1) 对 任何 yeY 有 解 的 充分 必要 条 件 是 算 子 
U* 具有 连续 左 逆 算 子 U* 

证 .必要 性 .本 定理 所 给 条 件 的 必要 性 的 验证 和 定理 2 中 条 
件 的 必要 性 验证 类 似 . i yEY EES ЕЛ. 由 定理 
1, 2, 可 找到 zCX 使 得 
0(1)= g, [| тут. 
НК, 如 果 9EY* H f=U*(g), № 
1900) = UED = 1С «(АА 171. 

在 上 式 左 端 关 于 y(|z|<1)R БЭН т АУ, 

DA 
[gi = sup lg(w)!<ml|fl=mlU*(g)|, 

АЗ T I& iF fr fEyE2k r m PK 0* 的 条 件 . 

充分 性 ， 我 们 来 证 明 算 子 乙 满足 上 水中 引 理 | 的 条 件 ， 因 而 
НЫНЕ U (X) = Y | 

于 是 , 设 B 是 空间 六 中 以 零点 为 中 心 的 单位 球 ， 集 合 U(B) E 
绝对 凸 的 , 因此 它 的 闭 包 (在 空间 Y 中 的 闭 包 ) 是 0(B)"“( 参 见 HII. 
3.2), RUB) EMARE ВА 9 的 集合 : gEY*， 对 所 有 的 
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yEU(B), |903) 1<1. УИ ХНА: 对 所 有 
的 «ЕВ, #19(0(2)) |< 1.18 }=0*(9), ШЕТАЛА T A 35% 
可 改写 成 
1002)1<1 {хЕВ). 
这 样 , 当 9 遍历 集合 0(B) “时, 泛 函 f==U*(g) 不 会 超出 空间 XX* 的 
单位 球 B° 的 范围 , 亦 即 
U*(U(B)°)C. B° nU*(Y*). 
将 上 面 的 关系 式 改写 成 如 下 的 形式 
U(B)°CU* (Be NU*(Y*)). 
由 于 算 子 5 的 连续 性 ， 集 合 S=U*- (B° NU YEZ 
H У* 中 有 界 . 因此 , № S "就 是 空间 立 的 零 邻 域 。 但 是 
U(B)=(U(B))°°28°, 
这 正 是 所 要 证 明 的 ， 
从 定理 2 和 定理 2* 推出 下 面 的 推论 ， 
推论 ， 连 续 双 边 逆 算 子 了 存在 的 充分 必要 条 件 是 连续 双边 
逆 算 子 存在, 这 时 
0*-1=(071)*. 
今 给 出 上 面 等 式 的 证 明 、 设 feX*,g=(U-iy*w(f), MU 
9(у)=У (И =f) (y=U(z)CY). 
男 一 方面 , #5 g'=U* (р, М f=U*(g'), Wl 
fGe)=g'(U(z))=g' (0) (z=U-l(g)€X). 
于 是 , 对 任何 yEY A 900) =9 (所 ,换言之 , 即 有 
(U Cf) =0" р) СХ»), 
这 正 是 所 要 证 明 的 ， 
2.4. 下 面 两 个 定理 建立 了 方程 (1) 和 方程 (2) 可 解 性 的 条 件 ， 
这 两 个 定理 是 定理 2 和 定理 2* 的 推广 . 
定理 3， 如 果 U*(Y*) EAR, Ш 
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ОХ) = МОМ(0*)), 
即 方程 (1) 可 解 的 充分 必要 条 件 是 从 U* y) = 0 ЕН ga) 0. 


CE 


证 ， 考 察 空 间 了 了 的 子 空间 Yi 二 0U( 对 ) 以 及 从 空间 XX 到 六 ,内 的 
AFU: 
U,(z)=U(z) (z€X)'*', 
我 们 来 证 明 
(У) =0*СУ+). (5) 
为 此 , Но 表示 空间 YY! 伐 人 于 空间 立 的 颈 入 算 子 。 显然， 由 于 存 
在 连续 左 逆 算 子 o-!:， 根 据 定理 2 可 知 有 o*(Y*) =, U= 
oU, 所 以 U*=U*to* (8 b) IX. 3. 1), 因而 
U*(Y*)=UF(o*(Y*))=UkK(YP. 
HAU (X) =Y,, 由 定理 1 得 到 Y = N (N(U,*)), ВХ 
N (D7) = {0} 时 才 可 能 , Bd 8 Ut 实现 了 从 В- B] Y 到 空间 
Ut(Y*) 上 的 一 对 一 的 上 映射 ,而 由 (5) 可 知 UVUt(Y*) 也 是 B- 空 间 .由 
定理 1. 2 的 推论 可 知 存在 连续 左 逆 算 子 Ur, 而 由 定理 2 知 有 
U(X)=U.(X)=Y,, 
然后 , 但 应 用 定理 1 就 得 到 所 需要 的 结果 ， 
定理 3* 如 果 UX) 是 闭 集 合 , WJ 
U*(Y*)=N*(N(U)), (6) 
即 方程 (2) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 泛 国 地 在 算 子 己 的 零 集 食 上 取 
值 为 零 . 


并 


Р. EZAU) = ҮК. la Х=М(0) =0-'(0) 并 引进 
НХ =X/X,. 如 同 1. 3 中 那样 , 构造 喘 空间 X 到 Y 85 D. 
并 且 UVU=Dp, 其 中 wp 是 空间 站 到 处 上 的 自然 同志 映照 ， 因 为 下 是 

+) 算 子 和 Ul ЖЕ ОЖ, ИТАН, НК 


子 U* 和 U: 作用 在 不 同 的 空间 中 ， 
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完备 空间 , 算 子 0 是 一 对 一 的 , 所 以 , 根据 定理 1. 2 的 推论 可 知 在 
在 连续 算 子 0V-!， 因 而 , 由 定理 2 知 0*(Y*) 一 XX*. 但 0U*==g*D*， 
因而 
V*(Y+) =ф*(0*(У*)) =ф*СХ*). 
于 是 就 只 须 来 证 明 等 式 
p*(X*)=N*(X,). 
RERA SEA. W JfEX* 使 得 fg*(f)， 因 为 
Ка) = ЈСф(х)) GEX), 

而 当 хСХ, 时 p(z)-=0, 所 以 fe N*(X.). | 

现 将 了 看 作 N*(X,) 中 任意 一 个 泛 函 ， 经 过 与 在 1 3 中 构造 
ЕГО ВЕЛ p —FEBJ 6 HE, ЗАП НЕЕ В 

б) =f) — (z€z=g(z)) 
НОЕ У НХ НЕЕ. ЖЕ 
a ї=ф*Рєр*(Х*). 

在 一 般 情 形 有 可 能 V(X) =Y AY, 这 时 我 们 象 在 定理 3 的 证 
Нуна ВТЕ ХҮ, 上 的 算 子 Zi， 在 我 们 所 考 察 的 这 种 特殊 
情形 下 , ATU 满足 如 下 关系 (注意 到 关系 式 (5)) 

U*(Y*)=Uk#(Y*)=N*(N(U,)) =<N*(N(U)). 

定理 全 部 得 证 . 

推论 ， 如 果 U*(Y*) 是 闭 集 , ШЕВА. 

事实 上 , 由 定理 3 可 推 知 U(X) 是 闭 集 , 再 根据 定理 3* 即 可 推 
ОСУ) (е) WAEA, 

Е ЕНЕН — АВЕ, 即 当 U* 具有 连续 左 逆 的 情 
形 , 这 时 , 根据 定理 1.1 的 推论 可 知 集合 U*(Y*) 是 闭 集合 . 

2.5， 现 存 我 们 指出 .上 述 定理 的 几 个 推论 . 

定理 4. 方程 (1) 对 任何 类 Y 存在 叭 一 解 的 充分 必要 每 件 是 
方程 (2) 对 任何 fX* 有 唯一 解 . 
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定理 5、 设 对 任何 yEY 和 feX* 方程 (1) 和 (2) 均 可 解 , 则 -- 
定 存在 连续 (双边 ) 池 算 于 0-! т U. 从 而 ,方程 (1) 和 (2) 的 解 都 
是 唯一 的 . 

定理 6. 设 当 y 一 0 和 一 0 时 方程 (1) 和 (2) 仅 有 零 解 , 这 时 ， 
如 果 集 合 V(X) 各 т 闭 集 , 划 方 程 (1) 和 (2) 对 任意 


A ~ 


注 ， 在 定理 6 的 条 件 下 ， 集合 U(X) 或 U*(Y*) 的 闭 性 等 价 干 
存在 连续 左 逆 算 子 U 7 mk U. 

2.6. ДЖ X =H 是 Hilbert 空间 而 立 =X， 则 由 定理 6 可 引 
导出 这 样 的 结果 : BRATU RA ERMAR TUE 0 
条 件 是 存在 连续 左 逆 算 子 V7, 即 对 任意 的 zC H, 有 


lJU(z)|=milz| (m>0), 


这 个 结果 我 们 在 第 九 章 中 从 另外 的 考虑 出 发 曾经 得 到 过 (参见 定 
BH IX. 5.3), 不 过 上 述 的 结果 是 更 为 一 般 的 形式 . 
由 定理 5 还 得 到 下 述 定 理 . 
定理 7， 如 果 自 共 思 e 算 子 将 空间 开 映 射 到 自身 上 ， 则 存 华 
ашт. 
2.7， 我 们 以 下 述 线 性 代数 方程 组 
aiit ао аба 1, 
216: Г @2262 | °° T @2тбт = Nz 
т, 0 


G, Š, Farat ** ‘十 Qnménm = ИД 


Яі, Пд — У Е АЯ НУ. БЖ ЯП 5 А 
方程 


U(z)=7, . 
° 79 • 


КО Jë НЕ 


Gi G G| m 

аз) G; (om 
А = 

anı Gn2 Arm 


所 确定 的 从 mn 维 赋 范 空间 Xm An EREE YO ART. M 
ҮХЯ) Хо ЗЕЯ U * 由 矩阵 


а, al ani 
A*= Giz G+ An 
Aim Aam Unm 
来 确定 , 使 得 
1=0*(9) 


(f= (Pi, Pa, ***, Dm) EXm, 9= ($, Pas ..., PEYR) 
表示 
p= Dant; (k=1, 2, ..., т). 
j=1 
因为 U(X,) 是 有 限 维 线性 集合 ， 故 U(X) BRER СА, 
ГУ1. 6), 因而 由 定理 1 得 


U(X,)= N(N(U*)). 
但 N(U*) 是 由 使 得 U*(g) = 0, 即使 得 


ж) 在 空间 Xn МУ, 中 用 什么 方式 引进 范 数 是 没有 实质 性 差别 的 ， 为 确定 起 
见 ,例如 可 认为 祥 m=13, Y 105 且 为 实 空间 . 
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>ja; 0; = 0 (Е=1,2, ›.., т) (8) 
?=1 


RIERA g= (фь, Pa c, PEYI 所 组 成 的 ， 因 此 y= (m 72 pp 
yz)ELV(Xa) 等 价 于 从 (8) 推 出 


900) = > p m; = 0. 
4—1 


换言之 ， 方 程 组 (7) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 (7) 右 端 项 构成 的 向 量 
与 以 共 施 和 矩阵 为 系数 矩阵 的 齐 次 方程 组 的 仔 一 解 均 正 交 . 

如 果 т=п 且 (7) 对 任何 右 端 项 可 解 , 则 算 子 VU* НЕ СЕ PE 
2*). 不 难看 出 , 这 时 ОСУ) = Ха, 因 若 不 然则 算 子 U IHE п HE 
空间 映射 到 较 低 维 的 空间 , 这 与 存在 左 逆 VU**! 了 矛盾”， 应 用 定理 
4 即 可 知 方程 组 (7) 的 解 是 唯一 的 . 

利用 定理 5 并 经 类 似 的 论证 可 得 逆 命 题 ; 如 果 方 程 组 (7) 具 有 
不 多 于 一 个 解 , 则 对 任何 右 端 项 解 均 存在 . 

对 于 具有 对 称 系 数 矩 阵 的 方程 组 而 言 ， 这 两 个 结果 可 直接 从 
定理 7 推出 来 ， 


*) 事实 上 , 设 集合 U0*(Y*) 有 维 数 пя, ШЕЕ fa f. …, fa UACHE 
得 对 于 任意 的 fEU*(Y*) 


f= У. cefe. 
k=1 


对 任意 的 gEY* 这 时 有 g= У сьдь, 其 中 9ь=0*- До, У 的 维 数 小 于 zx. 


k=1 
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第 十 三 章 BAZAH P 


在 本 章 中 我 们 将 研究 形 如 
| z—AU(z)= y (ж) 
МУН, HHU EM В- 5] X 到 自身 的 连续 线性 算 子 、 我 们 把 


~ 


来 源 于 积分 方程 论 ， 在 积分 方程 中 , 我 们 将 
z(s)—A| K(s, буа) ys) (8а, 51) 
叫 第 二 类 方程 以 区 别 于 如 下 的 第 一 类 积分 方程 
| Ks, Da( tl=y(s) (аЄТа, b]). 


尽管 泛 函 方程 (*) 也 可 以 形式 地 改写 为 “第 一 类 ”方程 
Те) =у (T=I— А0) 
的 形式 , 但 由 于 算 子 己 较 之 算 子 了 县 有 更 好 的 性 质 , 所 以 分 出 恒 等 
算 子 能 使 我 们 比较 充分 地 研究 方程 (*). 


§ 1，、 具 有 紧 核 的 方程 


在 本 节 中 我 们 考察 方程 
| 2—0(2)=у  (z,y€X) (1) 
RIIDE 
94—0*(9)= (fgEX*), (2) 


并 假设 过 是 互 -空间 X 中 的 紧 算 子 (从 而 U 也 是 紧 算 子 一 一 定理 
ІХ. 3.3). 51005 7= 1—0, 其 中 二 表示 空间 发 中 的 恒 等 算 子 ， 
这 时 , 方程 (1) 可 以 简写 为 
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T(z)=Y, (Г) 
хх T*=I*—U* (W IX. 3.1), 1* 是 X* 中 的 恒 等 算 子 ， 故 知 
方程 (2) 可 写成 
T*(g)= f. (2') 
1.1. 首先 来 证 明 三 个 引 理 . 
3181. 7T(X) 是 闭 集合 . 
证 ， 记 X, =N(T)=T-'(0)JF: 2226808 Х = X /X, 和 从 空 
间 义 到 外 的 算 子 7( 见 XII. 1. 3). ЖАН ХИ. 1.3 Е, НФ 
ВХ ЯХ НН А. СТОЮ 是 收敛 TF z €X 
HER AA T(X)=T(X), 所 以 存在 元 素 EX 使 得 
Ya = T(z) (n=1, 2, +). 
其 次 , 我 们 再 求 得 与 TV.1. 8 中 关系 式 (1) 相 应 的 元 素 2.ЕХ, Hk 
得 满足 如 下 关系 的 z,CX: 


=e(z,), EAD 251+, | (п= 1, 2, ...). (3) 
ИЖЕ. WERE, METR ATJAN 
E e= |#,|—>oo. (3) Я] PE W, ВЕ арр TJY 


列 , 可 以 认为 和 0 (22) нек. аат (>z. hT 


T(z,)=T(z,)=#,, 
故 可 得 
2r 5 (==) "(== u (2), 


因而 
т) = пт (2 2e) = (22) 0, 
也 就 是 说 СХ, 但 这 时 


= e (=) е0) =0, 


Sj 


这 是 不 可 能 的 ， 因 为 对 任何 24 一] 2, … 均 有 =1. 


于 是 序列 {zn} 有 和 界 ， 从 (3) 知 序列 {7,} 也 有 界 .， 因 而 可 以 认为 
Ula EKRA. Aami U(z,)— z, W 
т, = T(r) UCE) = Yn HU (я) >Y HE = zo. 
由 此 可 得 到 
yo = ішу» = Иш (x) =T(z)ET(X), 


这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
引 理 2， 集合 序列 
МСТ), NOT?), N(T2), +, МСТ"), ee 
是 递增 的 卫 只 包含 有 限 个 不 同 的 集合 . 
证 ， 结 论 的 第 一 部 分 几乎 是 显然 的; 因为 车 ENT”), Ш 
T” (2) =0, kk Т" (г) =0, В ENT), МОТ") СМТ"), 
为 了 证 明 第 二 部 分 , 命 六 ,一 N(7") 并 来 证 明 : 车 对 菜 个 4 二 1 
2, ХХ, +, MIRA X... = Xn МЕХ, 这 就 是 说 
т") = T" Y (P(z)) = 0, 
因而 P(2)8X, = X, 这样 就 有 
т" (т) = Т" ((z)) = 0, 
即 zEX,,1， 由 此 可 见 ，X,1sCX,+， 相 反 的 包含 关系 总 是 成 立 
的 , 因而 X. = ХХ, 
现在 假设 对 于 每 个 n=1, 2, … 均 有 
XX 
每 个 X, 是 Xan 的 子 空间 ,因此 , 由 IV. 1.7 rh) JU Брава 
Е tnn 使 得 


Plann Xo)>H — G=0,1,=. (4) 


Zn 
Cn 
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设 тп, HANE 
U(xm) —U (En) = Tm— Тат) — [Та] = z, = 2, 
其 中 #=T(z,)-+ z,-T(z.). ВЕ 5EX ENE, 
T- HE) =T am) HT" æn) — T'(z,) = 0, 
ЖЖ LEX CX m-i Ш z Хи Z IK. 
注意 到 (4) 式 , 即 得 


(ен) — UG) |= а] n>n тп 1,2,0). (5) 


但 {zx} 是 有 界 序 列 , НВ TU Bs НЕ, MAU Cen) 中 可 抽出 收 
化 的 子 序 列 ， 这 个 结果 与 (5) 了 矛盾 ， 

5123. 集合 

ТСХ), T?(X), -.., Т" (Х), = (6) 

证 ， 和 -一 引 理 的 证 法 大 致 相同 ， 亡 以 不 青 进 行 很 详细 的 推 
导 了 . 

由 引 理 1, 集合 (6 ) 都 是 闭 的 而 且 (6) 构 成 递 降序 列 ， 显 然 ， 从 
HED n RAFA T” (X) =T" (X) AE 

T” (X) = Т" (X) =" (X) = 6, 

因此 , 对 这 种 情形 引 理 就 得 到 了 证 明 . 

BRE TAT! (X)Ga=0,1, …) 利用 关于 几乎 垂直 的 引 
OLIV. 1. 7), 可 构造 序列 (x,} 使 得 


Jan =1, 2,67"), (а, TX) > G=1,2,-). (7) 
Uk топ. 如 同 引 理 2 那样, 有 如 下 等 式 
UG(z,) Ulam) =z,—T(z,) [2 Тб) | 2, 4. 
但 是 


Та ЕТ" (X), rnET"(X) СТ" (X), 
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T EDET” ХС Т" Y(X), 


|U(z,)--U (rn) {= [n=l >g (m>n m, n=1, 2, ***), 


这 与 算 子 己 的 紧 性 矛盾 . 

1. 2， 用 了 表示 使 得 等 式 T' (X) =T"*'(X) 成 立 的 % 中 最 小 
的 非 负 整 数 ， 特 别 , 如 果 ТОО = Х = T'(X), Ши r= 0. 

Fil Х'= 7" (X), X” =N(T). 

ТАИТ ET ТОНЕ B: (12559 FF 41. 

EHL а) 算 子 7 了 将 子 空间 ”一 对 一 的 映射 到 自身 . 

b) 子 空间 X" 是 有 限 维 的 , 算 子 全 将 X” 映射 到 自身 . 

с) 每 个 元 素 EX 可 唯一 地 表示 成 如 下 形式 


AAN иль кл 


z= zL z” G'eX',z"€X”), (8) 
НИИ M>0, EB 
ПМ, le [< M zl. (9) 
d) z fU ee 
0=0' +0", (10) 


KRU MU 分 别 是 从 空间 X X MAX WRAT. Hih B 
也 了 一 一 НЯ Н F N 
U'U” = U"U'=0. (11) 
WE. a) ШУ X'= T'(X), ik 
ТХ) = Т" (Хх) =T'(X)=X'. 

如 果 了 (2) =0, Ж z€X', У пог 使 得 满足 引 理 2 中 的 等 式 
N(T*)=N(T**'), ik ET" СХ), 因而 存在 xXEX [Ef r= T" (k). 
但 这 时 0=Т(х)=Т” *' (8),  5ЕМСТ" **) = МСТ"), НП 

z=T" (2) =0. 
b) 我 们 有 
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Tr=(I—U))'=I—U,, 
其 中 算 子 U, ЖА U ВЕСЕННЕЕ r. Idi HB ІХ. 2. 2 
ЯО. В СХ" 8 U,CGr)= z, ЖЕ X" АНЯ 
集 均 紧 ， 根 据 定理 TV.18 可知” 是 有 限 维 的 . 

Мт>0 у, Ж ТСХ" МО) СМ(Т') = Хх". 而 
若 т=0, M X= {0 НОЖНЫЕ ТХ") СХ". 

c) 用 To 表示 算 子 了 仅 在 集 X' 上 考察 时 得 到 的 算 子 ， 应 用 
?| 理 1 PHF T =1-—U, а X: 是 闭 集 , 因 之 是 5- 空 间 ， 因 此 ， 
出 定理 XII. 1. 2 可 知 喘 买 ' 到 自身 的 一 对 一 的 算 子 Zu 具有 连续 
逆 算 子 T, 

iz z £: X rH fE — JÚ, fir 

mr =T T (2), т" =r- т Ti Ta). (12) 
Ш, СХ’ 又 因为 
ТТ’) =Т)-Т’Ту Та) TT T(r) 0, 
所 以 z"e X", 此 即 证 明了 将 x 表示 成 (8) 式 的 可 能 性 . 
现在 来 证 《8) 式 的 表示 还 是 唯一 的 ， 设 асар 十 中 是 元 素 z 
形 如 (8) 式 的 另 一 种 表示 , 于 是 mm EX МЕХ", 故 有 
T'(z)=Tr(z,)+- T(z) == T' (zi ). 
但 因为 mm СХ’, ik T (1) =T (21), 所 以 
ri = T T'(z) ==", 
这 就 证 明了 (8) 式 表示 的 唯一 性 . 
根据 (12), АЯ То 的 连续 性 即 推 得 式 (9)， 
d) 因为 U=7 一, 故 对 于 xEX 有 
U(z)=z—T(z)€ X', 
即 算 子 U 将 六 映射 到 自身 .类 似 地 可 得 U(X")CX". 
对 任意 的 YEX, 命 
Ох) =), U"(Z)= U(z"), (13) 
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Қ ЄХ, z"€X”"” 是 元 素 z 的 形 如 (8)》 式 中 的 对 应 分 量 ， 由 式 
(9) 不 难 知 Z ЖИ" 是 连续 线性 算 子 , 此 外 ,显然 有 0U=UV 二 UV” 而 
B UOK CX Ur (XyCX"” 另外, 显然 有 
U'(X”)=U”(X') = {0}. (14) 
由 这 两 个 关系 式 可 以 得 到 UD”=V"V' =0, 即 (11) 式 成 立 ， 
FTU" 将 空间 XX 映射 到 有 限 维 空间 X”, X” 中 的 所 有 有 R 
ЖЕН, MAU" ЖЕ. 但 如 =V 一 V"， 由 定理 IX.2.2 
可 知 算 子 V 也 是 紧 的 . 
最 后 ， 我 们 来 证 明 算 子 77 7—07 具有 双边 连续 逆 算 子 ， 为 
此 ,只 须 证明 两 点 ，1° 由 7 (zx)=0 可 推 知 z=0, 227 (X) =Х. 设 
T'(2)=0, 将 zx 表示 成 形 如 (8) 的 形式 我 们 就 得 到 
0=T'(z)=z—U'(z)=z'—U(z') "Та ни". 
因为 ?4z DJ)EX ， 故 由 零 元 素 的 形 如 (8) 表 示 的 唯一 性 可 知 
T(x) =x" = 9, 
МНН aaar =0， 因 而 x*=z' 十 x”=0. 
现在 考察 任 一 元 素 УХ. Я у 表示 成 (8) 的 形式 : 
y =у +y" (YEX', у"ЄХ") 
并 命 
=T ) +y". 
因为 Ti ONEX, Wl 
И’ (2) =U(T;'(g')) 
并 且 
T'(z) =z—U' (z) - Т 00) ОСТ y) +0" 
-PTE G) у" y Hy" 0, 
FE T(X)=KX, 
定理 完全 得 证 . 
Ж. em kon ll МСТ”) SN (T+ 成 并 的 n 中 版 小 
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的 非 负 整 数 , 则 这 时 ТЕТ. 
事实 上 , 取 амт") z 表示 成 (8) 可 得 
0 王爷 和 1z) =T (x) +T a") =Т a), 
由 a) 知 上 式 仅 在 x'==0 时 才 可 能 ， 由 此 z= 二 x2”EN(7T"), 所 以 
m=. 

其 次 ,如果 y= 二 Tm"(z)(xEX), 将 xz 表示 成 (8) 式 的 分 解 式 ， 则 
得 

y Т") =T") ба") =T") ТТ), 
于 是 ET” СХ), 因而 又 应 有 ram, 

这 个 注 所 指出 的 事实 的 特例 包含 在 下 述 定理 中 . 

定理 2， 方程 (1) 对 任何 yEX 均 可 解 的 充分 必要 短 件 是 齐 次 
方程 

T(x)=0 (15) 

事实 上 ,方程 (1) 对 任何 JEX 的 可 解 性 即 表示 T(X)= X, М 
即 表示 7 二 0， 方 程 (15) 有 了 唯一 解 等 价 于 m= 0. 

+. 用 前 一 章 $ 2 中 的 结果 ， 不 依靠 定理 1, 只 利用 ТОО 是 
闭 集 的 事实 也 可 证 明 此 定理 ， 建 议 读者 独立 地 完成 必要 的 论证 ， 

1. 3， 下 述 定理 建立 了 方程 (1) 和 方程 (2) 之 间 的 联系 ， 

Жиз. 集合 N(7) 和 集合 N(T*) 具 有 相同 的 有 限 维 数 . 

证 ， 因 为 N(T)CN(7T')= 和 XX"， 而 由 定理 1 НВО b) sf £T X” 
是 有 限 维 的 , 因此 N(T) 也 是 有 限 维 的 . 因为 U0* 也 是 紧 算 子 , 类 似 
地 可 知 N(7*) 也 是 有 限 维 的 . 

设 N(7) 的 维 数 等 于 7n, N(T*) 的 维 数 等 于 mm， 分别 设 zu, ть, 
s. Ea Я 91, 92, ts NT) 和 NCT*) 中 的 线性 独立 元 素 组 ， 

Я ЖЕ ть, zw …， т, 线性 独立 , 对 这 一 组 元 组 应 用 双 正 交 化 
定理 ( 定 埋 V.7.4), 可 知 存在 双 正 交 泛 范 组 fi fots Дн: 
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{0, JAk, 


fos jop DESL. аб 
同样 地 ， +195 |58 Hí. З. 1, 可 求 得 01, Yas ety Ym 使 得 
0, 7-й, . 
р kl) ал) 
1, 了 7 一 大 


先 假定 пот, 在 空间 和 中 考察 算 子 了 一己 十 环 , 其 中 


W(xz)= > (ая, (ЄХ), 


k=1 
НЕЕ РИ 将 四 变 到 有 限 维 空间 ， 所 以 W 是 紧 算 子 ， 由 此 
可 知 了 也 是 紧 算 子 ， 考 察 方 程 


Tia) = У (а) =Т(#)— fe a)y 一 0， (18) 


k=l 


设 то 是 (18) 的 某 个 解 , 亦 即 


Т(20) =T Cr) — Уч, = 0. (19) 


k=1 


由 (19) 式 推 得 


9.(Т (9) — У, (09.9, =0  (s=1,2,=.,n). (20) 


k=1 
注意 到 (17), 则 (20) 可 表示 成 
gs СТ (2) ) — Р. (хо) = 0, 
НР 7*(9,)=0, gk 
1, (хо) = 0 (8:=1,2, e,n). (21) 
从 (19) 式 得 到 了 (xzo = 0, H ве МСТ), 这 表明 z, 可 以 表示 成 如 下 
的 形式 


n 
Хо = > а... 
k=1 
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六 从 (16) 知 а, =, (хо), ИН ЯР а, = 0, ТЕ 0. 于 
是 方程 (18) 有 唯一 解 ， 按 定理 2， 相 应 的 非 齐 次 方程 对 任何 右 庙 
项 均 可 解 ， 特 别 是 , 方程 


TD =Т7(:) ~ Df (2) ь = Yna 
k=1 
有 解 ， 设 此 解 为 z*。 另 一 方面 ， 


grri( T(r*) - > f. (2*)у,) 
k=l 


=T* Cn) (rT*) -5h (1*) 9-1 Y) = 0 


k=1 
然而 9+1 (Ин!) = 1, 
因此 ,应 有 тоя. 
用 类 似 的 论证 可 以 说 明 то 是 不 可 能 的 ， 亦 即 ， 应 在 空间 
X* 中 考察 
T*(g)-—— > g) fe =0 


k=1 

REGDA. 

1 4， 综 合 上 述 各 定理 可 得 如 下 结果 ， 

定理 4. 或 者 是 方程 (1) 和 方程 (2) 对 任何 右 端 项 均 可 解 且 这 
时 其 解 都 是 唯 -的 ; 或 考 是 齐 次 方程 

T(x)=0 和 Т*(9)=0 
分 别 具 有 数量 相同 的 线性 独立 解 21, ta t zw 和 9 9», go， 其 
中 是 一 个 有 限 的 正 整 数 ， 在 这 种 情况 下 , 方程 (1)( 相 应 地 ,方程 
(2)) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 
9. 0) == 0 (k=1,2, +, п) 
(АҢАА, Са) =0 (1,2, +, n)), 
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这 时 ,方程 (1 和 (2) 的 通 解 分 别 具 有 如 下 形式 


CP пили им 


9=9*-- > Cfr, 


k=1 

其 中 xz* 和 9* 分 别 是 方程 (1) 和 (2) 的 某 个 解 ,而 cb в, t с, 是 住 
ЖЕН. 

对 方程 (1) 和 (2) 应 用 定理 XI. 2.3 和 定理 ХП. 2. 3*( 巾 引 理 
1 可 知 这 些 定理 的 条 件 成 立 ) 即 得 定理 的 第 二 部 分 (但 也 可 以 直接 
证 明 ). 

由 于 和 大 家 所 熟知 的 积分 方程 论 中 定理 的 类 似 性 ， 所 以 这 个 
定理 称 为 Fredholm 择 一 律 


$2. 关于 复 赋 范 空间 
在 下 面 ( 参 见 S 3), 我 们 将 要 在 复 空间 中 来 考察 方程 
#—1И(ж)=у, 

Н, 也 就 很 自然 地 认为 其 中 的 和 4 是 复 参数 .为 此 , 我 们 在 此 要 引 
进 关 于 复 空间 的 一 些 谁 鱼 知识 ， 这 些 概 念 以 实 空间 中 的 相应 概念 
为 其 特 款 ， 

2.1. 设 乙 是 复 赋 范 空间 . 如 果 在 也 上 定义 一 个 将 也 变换 到 
自身 的 满足 如 下 条 件 的 算 子 C: 

1. С(А21 +22) SNC(z,) HACC) (21,28,62), 

2. С 2) == (262), 

3. |C(z2)]= 121, 
NIFE Z НОЖ, Ж С 为 对 合算 子 ， 

所 有 使 得 C(z)=z 的 z 的 集合 叫做 空间 Z 的 实 楼 并 记 为 
ReZ， 此 集合 中 的 元 素 叫 作 实 的 . 
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设 z€Z, 元 素 2 一 十 [24 CIM z За а Вел. 元 
R y= 去 [z —CO(z)Jt] а ЖОВ, 记 为 g= Im 2. ИЖ 
С(2) = 1600) +C2(2)]==, 


C(O) = 3.100) 6%) =, 


х= Ве z Му =1т z 都 是 实 元 素 ， 是 然 ， 


2 一 并 十 3 (1) 
C(z)= z -—W##. 

由 于 后 一 等 式 , 我 们 将 C(z) 称 作 是 z 的 共 统 并 引用 通常 的 记号 : 
С(2)=2. 


如 果 将 z ЖЗ АКУН eA У НУ ИС, ИАН 
х= Ве z Ши= Im z. 
事实 上 ， 
Z=£-+Wi=z—i, 
所 以 
s=} (2+2) = Вер, y= 让 (2 一 2) = 2. 


因此 这 就 表明 表示 (1 ) 是 唯一 的 , 元 素 x 和 y 由 元 素 z 唯一 确定 . 
空间 忆 的 实 核 尺 是 实 的 赋 范 空间 ， 如 果 原 来 的 空间 乙 是 完备 
的 , M X Ду 8- 空 间 . 
事实 上 ， 闵 中 元 崇 按 实 系 数 的 线性 组 合 仍 是 关中 的 元 素 ， 由 
于 乙 是 赋 范 空间 ， 故 可 推 知 买 也 满足 赋 范 空间 的 公理 .假定 忆 是 
зе & 0, SE XERA. Beir Х RERA H KAFA. 在 
A тр RAKITA, НЕГР Z 56 68, СЕТЕ ВЕРЕ 


limt, = z€ Z. 
n> 
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由 条 件 1 知 有 
Yn 一 2 一 — Я, 


所 以 


læn ар = z, —z| = |z, 21, 
由 此 可 知 х,—>2. 由 极限 的 唯一 性 可 知 z= z, 亦 即 EX, 
前 面 考察 过 的 所 有 的 具体 实 空 间 都 是 其 相应 的 复 空间 的 实 
核 ， 例 如 ， 实 的 C(K) 就 是 复 空间 Cc( 五 ) 的 实 核 ， 这里， 对 合算 
АЕ КЕ TaGC), HAR L, V, co 等 等 也 可 类 位 
地 讨论 . 
一 般 来 说 , 任何 一 个 实 空 间 买 均 可 视 为 某 个 复 空间 的 实 核 , 即 
可 视 作 空间 又 的 实 核 , Я ус ЛЕ X НО АЕ 
а= (1,4) — (z,#CX), 
且 对 这 些 元 素 定 义 下 述 运算 规则 ; 
(а, Y1) 十 (za Y2) = (zi T 25, Y1 РУз), 
ACz, у) = (ах — Ву, Вх + ау) A =a + Bia, В 为 实数 ), 
| (2, 9)| = шах| 1050 + уз1в0 ]*. (2) 


2 Y Wafa X EZA С, 只 要 令 
С((х,4)) = (z, — 0). 
这 时 , 空间 Z 中 的 实 元 素 将 仅仅 是 所 有 形 如 (zx, 0) 的 元 素 ， 因 为 = 
&(1,,0) + 8(z,,0)= (az, + Вх», 0), 


l(z,0) | =max]zeos0]| = |z], 


所 以 ,将 元 素 (x, OM r 等 同 看 待 即 得 到 所 要 的 结果 .按照 这 样 的 
看 法 , 我 们 即 可 用 普通 的 记号 z 十 yi KREG, y). SR Z n fE X 
的 复 化 空间 . 

* ) 当然 ,具体 空间 中 移 范 数 可 以 用 另外 的 办 法 引入 ， 和 例如 ， 若 久 =Lr， 则 复 空 
Ме 中 通常 的 范 数 与 此 范 数 等 价 但 并 不 相等 . 
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2.2. ДЖУН B. # 5 = X—=ReZ #I Y =Ве\ 的 复 
空间 ， 从 Z 到 W 的 连续 线性 算 子 万 RERET, DEt U diz 
中 的 实 元 素 变 成 W 中 的 实 元 素 , ИНЕ ООХ) СҮ, РЕ, 实 算 子 就 
诱导 了 一 个 从 实 空间 XX 到 实 空间 Y 的 连续 线性 算 子 . 

反之 ， 如 果品 是 从 处 到 YY 的 连续 线性 算 子 而 X=ReZ 和 


(ЕО yi) =U) ИА (с=т), 
则 得 到 从 复 空间 乙 到 复 空间 W 的 连续 线性 算 子 ， 显 然 , ТЕХ ЕЯ 
子女 与 5 一样， 算 子 太 叫 算 子 避 的 复 扩张 
我 们 指出 ,成 立 下 面 的 不 等 式 
0110121071. (3) 
ЖЕ АЛЬБА, EER Кес (аре, ИСЗ 
可 由 下 列 一 串 不 等 式 推出 
ЦОО + СОНИ 
<IU|(Iz|+ И 
在 许多 情形 下 可 以 证 明 等 式 101= jz 成 立 ， 例 如 , ЖЕ 
W 中 用 (2) 引 入 范 数 , 则 
10 (#1 = тах (+) сов0 + (9) sing) 


< пах і теоз0 + уз1 0 | == |0], 
BH 10 |< U], 再 贝 (3) 式 , ВП 10 | = 10]. 
其 次 , 如 果 对 任意 的 2220, 存在 规格 化 实 元 素 z 使 得 
М (=) 12101 е, 
И С = ПЕЦ ЗУ, 这 是 因为 此 时 有 
110 e= 106) 1 == + е. 


ҝә реа = ара р Е НОЕ. 
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И, мя ЕН Л ЖЗ Ü £ R E 
K(s, OWED AT 
ш= 002), ш(в) = | Ks, (уд 


时 , 则 此 条 件 成 立 . 

当世 和 W 是 序列 空间 而 六 是 由 实 矩 阵 所 确定 的 算 子 时 则 此 
ЖОЕЛ В ЗУ. 

2. 3， 如 果实 算 子 5 А, Mh Ü 所 诱导 的 从 空间 X = 
ReZ 到 空间 Y = Кему 7074017. БЛ, MM4 U 
ВХ Y 的 紧 算 子 时 , 则 其 复 扩张 5 Ежи. 

为 了 证 明 这 个 事实 , 只 须 引用 如 下 结论 : 序列 {zs 收敛 等 价 于 
JE#|(Rez,) 和 {Imza} 均 收敛. 

2.4， 如 果 名 是 具有 实 核 的 复 空间 ， 则 其 共 罗 空间 Z* 也 具有 
RE, 

事实 上 , 设 fEZ*, 定义 对 合算 子 如 下 : СО = 天 

JGy=JG CEZ). (4) 
首先 证 明子 是 连续 线性 泛 函 ， 事 实 上 ， 
Jz, + иль) = f (åz, + uz ) 一 了 (和 2 + R22) 
=G) РС» = Аал) + nf (z) 


以 及 
ГР = Иа = ИИ, (5) 
现在 来 验证 对 合 定义 中 的 条 件 1 一 3 均 成 立 ， 利 用 泛 函 乘 复 
数 的 规则 , 则 得 
(Afi иј) Са) = (Af, + uf,)(Z) =)f (2) + рр» (8) 
=Af1 G2)+ uf.,(2)= AP (а) + uf.(z) 
= (АР, zf.) (=), 
Fe) =F) =f) =f (2) 
最 后 , БУША Ям, 
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IFIS IS. 
Эх, RIKEN: mE pEr Х rh 
HEREZA, Мок ETARTE f ARA = Jal 
Z* URE. AM EEPE ADELER. EXE, 
如 果 了 是 诈 函 ФЕХ* 的 复 扩张 , 则 
2) =F) =pl) —ф(у)і =pl) teli = (2) 
(z=z-+ CZ). 

反之 , иі а f 是 空间 Z* 中 的 实 元 素 ， 即 如 果 有 了 了 =f, 则 

由 (4), 这 就 表明 了 (z)=f(z)， 特 别 , 如 果 z= 二 xEX 则 
f(z)= f(z), 
亦 即 了 是 实 的 . 

已 证 得 的 结果 可 以 叙述 成 如 下 的 形式 : ЕАН ЗЕЕ, 
知 空间 实 核 的 共 罗 空 间 ， 

2. 5。 自 然 期 望 实 算 子 的 共 轿 算 子 仍 是 实 算 子 . 设 5V 是 从 空 
AZA W 的 实 算 子 而 忆 是 由 隐 所 诱导 出 来 的 从 空间 X 到 空间 Y 
的 算 子 , КН X=ReZ, У=Ке\. 今 证 UV* 是 实 算 子 而 由 它 所 诱 
导出 的 从 Y* 到 X* 的 算 子 就 是 算 子 U*， 后 一 个 论断 也 就 是 说 : 
如 果 mp 和 儿 分 别 是 空间 和 МУ 中 的 泛 函 ,而 且 

ф=И*($), (6) 
则 

f=U*(g), (7) 
其 中 上 和 9 分 别 是 泛 范 gg 和 乡 的 复 扩张 ; 反之 ， 如 果实 泛 函 JEZ* 
和 yeW* 由 (7) 所 联系 ， 则 由 它们 所 诱导 出 来 的 泛 函 pEX* 和 
BEY* 由 (6) 所 联系 . 

Ü 是 实 算 子 的 证 明 很 简单 :如果 ОСУУ * ЗН, НИ 如 
Ф g=g m f=0* (a), WI 
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其 次 , 设 ф= 0р, 则 (z Rez, у — imz) 
02) = ф(х) A IP BU) +104) 
=g(U(az)+íU(g))=g(Ü(z)), 
于 是 f=0*(g)， 从 (7) 推 出 (6), 证 明 同 样 是 很 简单 的 ， 


S3. jË 
3.1， 在 这 一 节 和 下 一 节 中 ， 我 们 将 人 研究 依赖 于 复 参 数 À (或 
4) 的 方程 
T,Gz)= z—AU(z)= 0, (1) 
或 方程 
T, (2) = иг - U(x)=Y а) 
的 性 态 ， 这 里 和 后面 总 假定 UU 是 复 5- 空 间 X 中 的 连续 线性 算 十 
(ПХ 977 А], ИНО ШВ). ВИТА АХ р 
种 方程 ， 古 因为 方程 (1) 在 积分 方程 论 中 有 用 (在 $6 中 将 给 出 对 
积分 方程 论 的 应 用 ) 而 方程 (1') EARRAS ВТ ARRET U 的 
谱 性 质 时 有 用 . 
对 方程 (1) 的 可 解 性 而 言 , 复 平面 被 分 成 了 两 个 集合 ， 一 个 是 
对 任何 右 端 项 CX 使 得 方程 (1) 具 有 了 唯一 解 的 和 的 集合 aU 
Я РТС ХИ. 1.3)); 另 一 个 是 复 平 面 上 除 涂 x (UV) 
之 外 的 集合 X (U). 集合 (О) И РО ЗЕ УМН, R 
A U 叫 作 算 子 局 的 特征 集合 ， 
类 似 地 ， 对 方程 (1') 引 进 集 合 p(V)， 它 是 使 得 方程 (1') 对 任 
何 右 端 都 有 单 值 解 的 4 的 集合 ，p (的 余 集 记 为 o(U0). oU) 
中 的 点 叫 作 算 子 上 的 正 划 值 页 pC 本 身 叫 作 算 了 短 0 的 拘 解 集合 ; 
集合 oe (U WE Y-U BJ YB, 
如 果 对 某 个 4, 齐 次 方程 
T,G@)= x—ÀAU(z)= Ü (2) 
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НЕМ, 则 4 叫 作 算 子 忆 的 特征 值 ， 显 然 , 特征 值 全 体 的 集合 
Xe(D) 包 含 在 集合 Хх. 方程 (2) 的 每 一 个 解 叫 作对 应 于 给 
定 特征 值 的 特征 元 或 特征 向 量 ， 集 合 U N(7? ) 叫 作 根子 空间 , 这 
个 空间 的 维 数 ( 有 限 的 或 无 限 的 ) 叫 做 特征 值 4 的 重 数 ， 各 种 不 同 
集合 N(P2)G =1,2, …) 的 个 数 r 电 作 特征 值 的 秩 (参见 ХШ. 1. 1 
引 理 2). | 
如 果 代 赫 方 程 (2) 而 来 考察 方程 (1 ) 的 齐 次 方程 

Т' (х) = uz—U(x)=0, (2') 
则 我 们 就 得 到 特征 值 以 及 对 应 于 给 定 特征 值 的 特征 元 (向 量 ) 和 根 
子 空间 等 概念 ， 这 些 概念 对 Hilbert 空间 中 的 算 子 已 经 给 出 定义 
(1Х.4.1). 


注意 , EU g Hilbert 2z |ñ] rh ñj B ЯВ, 而 4 是 其 特征 值 , 则 Hp 的 
fk т=1, ВП 
МСТ») SNTL =+. = МСТ, ) =... (3) 
因此 ， 在 这 种 情况 下 根子 空间 就 是 МТ), НЕРОН E 
组 成 . 
现在 来 证 明 关 系 式 (3)， 由 于 自 共 斩 算 子 的 特征 值 是 实 的 , BI РТ, 
及 其 所 有 的 乔 次 均 是 自 共 辑 算 子 ， 为 简单 计 , ЕТ ba a JEE n=, 则 对 于 
zeN (TOR 
(0 
由 此 


继续 如 上 过 程 . 最 后 得 到 等 式 7'z 一 0, B) NTO, 从 而 NTO DNT) 
相反 的 包含 关系 对 任何 算 子 都 是 成 立 的 , ii NOP) =N (T7) (k=1. 2, 
=). ЭХ, 若 取 任意 的 Rn~2, 3, … 并 使 满足 n<<2* 的 关系 , 则 得 到 明显 的 
ЫАЖ МОЭМ") CNT"), Нея, МТ) = МО"). 
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我 们 来 指出 同一 个 算 子 局 的 谱 和 特征 集合 之 间 的 简单 联系 . 
ВИ ЖЕСТ (7), Ши 6900), БОДИ. ИОН 
和 之 间 也 有 同样 的 关系 . 这 时 重要 的 是 要 注意 到 对 应 于 特征 值 4 
的 特征 元 也 是 对 应 于 特征 值 = ОЕ, 反之 齐 然 ， 其 次 , 因 


4 Ад >: МСТ) — МСТ," )(в=1,2, +), 所 以 上 而 所 指出 的 
事实 可 以 推广 到 特征 子 空间 上 去 .因此 就 不 必要 象 前 而 那样 在 术 
语 中 把 对 应 于 特征 值 4 的 特征 元 和 对 应 于 特征 值 u 的 特征 元 从 概 
念 上 加 以 区 分 了 ， 

上 面 所 指出 的 特征 集合 和 谱 之 间 的 关系 使 我 们 有 可 能 视 其 方 
使 从 这 些 平行 的 但 实质 上 是 等 价 的 概念 中 选择 一 个 来 研究 ， 而 只 
是 在 非常 例外 的 情况 下 才 同 时 讨论 两 者 . 

现在 来 指出 从 上 面 诸 概念 导出 的 某 些 简单 结论 ， 

І. ЖЖ Mx(7) 等 价 于 存在 连续 双边 逆 算 子 

В, =T;'=(I—AU Yt. 

参见 XII. 1. 3 定理 XII. L. 2 的 推论 

II， 非 奇异 值 的 集合 是 开 集 , 因而 特征 集合 是 闭 集 . 

这 可 由 下 述 定理 推出 ， 如 果 某 个 算 子 有 连续 的 逆 算 子 ， 则 依 
TAG AM t BJ РЕНИ (У. 4.6)， 在 我 们 这 个 情形 
ITia—T = А-АНИ|, 

于 是 , mR Ti 存在 , 则 对 于 充分 小 的 4 一 九 而 言 T; 也 存在 ， 


III. M< TD 包含 在 集合 (Их; ММ, №0(0) 


РЕ |1. 

为 了 证 明 这 一 点 ， 只 要 利用 Banach я РЕЯ (У. 4.5) 即 
可 . 

IV， 集 合 ХО Я X%(*) 相 对 于 实 轴 对 称 地 分 布 ， 
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事实 上 (IX. 3.1) 
T*=[I—AUJ]J*=I*—NXU*. 
潭 由 定理 XIL 2.4, РТ, ЖКТ НЫЕ. 

V. WẸ X ЖНА РЕН а], mU EKAT, W] E S y OQ) 
相对 于 实 轴 是 对 称 的 ， 此 外 , 如 果 4AEX0(D) 而 z 是 对 应 于 4 的 特 
征 元 , 则 特征 值 和 将 对 应 于 特征 元 2. 

事实 上 ， 

z—M (z) =z—ÀU(z2), 
由 此 推 知 等 式 > 一 10(z) =0 和 5 一 AU(z) = 0 等 价 . 

Ж. 在 IX.5.3 中 已 经 给 出 了 Hilbert 空间 中 ЗЕ 9128710 
的 定义 ， 在 那里 所 证 明 的 定理 IX. 5.3 表明 第 九 章 的 定义 和 这 里 
的 定义 是 等 价 的 ， 

3.2， 当 如是 紧 算 子 时 ， 特 征集 合 的 结构 可 以 揭示 得 相 2435 
B. 

定理 1， 如 果品 是 紧 算 子 , 则 

а) 特征 集合 仅仅 包含 特征 值 ， 亦 即 Z (U)= Z (U) 这 时 每 
”个 特征 值 都 具有 有 限 的 重 数 ; 


A 


~ 


A 


9>(1,) = 0. 
Ч. а) 由 定理 ХП. 1. 4, 如 果 A&= (U), 则 齐 次 方 穆 (2) 具有 
非 零 解 ， 由 引 理 2(XII. 1. 1) 可 知 特 征 子 空间 站 有 限 维 的 .事实 
E, 由 这 个 引 理 , 存在 na 使 得 МОТО) = МСТ) (x 之 no)， 因 此 ,在 
这 种 情况 下 特征 子 空间 是 N(7T3°). 但 
То = (1 Д0)" =1-—й, 
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Moh D = 511) Ct at Ut BARRAT. We, HRNCE 
k=l 


引用 过 的 定理 ХИ. 1. 4 可 知 齐 次 方程 
То (1) =0 
的 解 的 集合 构成 有 限 维 子 空间 , Ш N(T D С МСТ”). 
b) 用 反 和 证 法 .车 不 然 ， 即 假设 在 圆 |4| 筷 7 内 包含 特征 值 的 
无 限 集 合 。 从 这 个 集合 中 找 出 不 相间 的 特征 值 的 序列 {44); 
I. 和 7(n 二 1,2,…)， 设 {zw} 是 其 相应 的 特征 元 序列 : 


La ArU (ra) = 0 (n= 1,2, ...). (4) 
我 们 用 归纳 法 来 证 明 对 任何 ю=1,2, t, Л ть, Xz,…, z, 均线 性 
独立 ， 对 n= 二 1， 这 是 显然 的 . ВРЕТ n 之 1 结论 已 经 成 立 ， 现 
证 对 于 元 素 Zi, Eag "g Lng Tari Ё 261 论 亦 成 立 . 车 不 然 ， 将 有 
Ти, = 三 cr 
由 此 , 根据 (4) 
Fi 
Anai -Din 
上 两 式 联 立 , 得 到 


w P À ) 
1—“ "1 jæ, 2, = 0. 
S À, k*k 


因为 1 一 fasi т. 540(Е—1, 2,1, n), 这样， 则 元 素 ti ть то, 是 线 


性 相关 的 ， и 归纳 假定 矛盾 . 
构造 集合 X, =L (Zi, ть, 机 ‚&.)}). 因 按 已 证 明 的 ， X, =X, 
所 以 按 几 乎 垂直 引 理 (参见 IV. 1.7) 可 找到 元 素 л, роо г, Ya 使 得 


УХ», „| = 1, рб Хо) (а = 1,2, 92), (5) 
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如 果 z€ X,, M 
a > ñ, Tks 
k=1 
则 


U(x) -Sfin ex 
因此 ， 
T, (2) =2—2 vo- Dahi JEX 


(因为 z, 的 系数 等 于 零 ). 
设 т>п, 考察 下 式 
U (AmYm) — UCAnyn) =Ym— [T CYm) t U(A.y,)1 
= ym. 
由 已 经 证 明 的 可 知 TCym)EXm-1 及 U(Xnyn)EX,CXm- 1 因而 
=T in (Ym) + ОСА) ЄХ - 1. 
由 于 (5)， 


ня, О) |= у 


XART U By РЕЖЕ, AA EINK Лу} E Су, |<"). 
c) НР AUC) Sz, 420* (92) = 9, 因而 


gala) Оа) А) (z) = (9) ) 


=), 
HF AA 所 以 仅 当 gled =0 时 上 式 才能 成 立 . 


最 后 指出 , 如 果 忌 是 无 限 维 空间 X 中 的 紧 算 子 ， 则 零点 属于 
ATURE., 


3. R Е х 
4.1， 在 这 里 我 们 继续 研究 方程 
z—ÀAU(z)= gs, (1) 
然而 与 上 一 节 不 同 的 是 我 们 现在 感 兴趣 的 是 它 的 单 值 可 解 性 ， 
设 40 是 算 子 去 的 特征 值 ， 由 关系 式 
T+AB,= (Т-А) (2) 
所 确定 的 算 子 В, 称 作 算 子 忆 的 移 解 式 ， 当 4 一 0 时令 B = U. 
如 果 考 妾 谱 和 正则 值 的 集合 , MER В, 而 去 考察 算 子 
R,=(ul-— 0) (3) 
较为 方便 , 算 子 R, 对 算 子 已 的 所 有 正则 值 都 有 意义 ， 我 们 同样 把 
算 子 R, WIB e K. 这 两 个 概念 不 会 混 请 , 因为 从 于 下 文 总 可 以 明 
白 讲 的 是 什么 样 的 移 解 式 ， 此 外 ， 对 不 同 的 穆 解 式 将 用 不 同 的 记 
Ку. BER В, 常 在 积分 方程 论 中 遇 到 ( 称 为 Fredholm Z 
R), BIER В, НЕЕ НУ НВС 3.1). 
如 果 4 天 0 则 显然 


В,=—1-+—; В. (4) 
EO ш 
EZ, 由 等 式 
АВИА) = 1А) ТАВ, =1 
得 到 
В, =U (I-AU) '= АЈ). (5) 
因而 , 当 15-0 时 
В,= UR, =% R.U. (6) 
关系 式 (4) 和 (6) 使 我 们 可 以 将 对 8 所 做 的 全 部 命题 转述 到 
Я-А, 上 去 , 反之 亦 然 . 
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4.2， 我 们 来 研究 当 4 В ЛЬНА В, ПЕ. ИКИ 
级 数 
ГЪА RUH + APU" + +. (7) 
如 果 此 级 数 在 算 子 空间 ВОХ, 六) 中 收敛 , 则 由 Banach 定理 ( 见 V. 
4.5) 的 注 可 知 其 和 为 (7 一 47) 亦 即 
(I—AU) SI HAU АР +=, 
因此 ,根据 (5) 得 
B,=U- AU24-.. HAU" 6 (8) 
这 个 公式 对 于 使 得 级 数 (7) 收 敛 的 4 RY. {H EAE V. 4. 
2 中 所 证 明 的 , 如 果 
lim Y 17" 0" | 1<ь 
УМ Ж (7) Sk; 如 果 
Ни У 290" 1, 
汕 级 数 (7) 发 散 . 因此 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 1。 BEK B 可 展开 为 4 的 军 级 数 (8), 其 收敛 半径 为 


UmU] ъа 188 у 
如 果 用 (4) 将 В, 变换 为 Ra, 则 得 下 面 推论 . 
Hit. ВМА В, "ПЕ а ПЖ 


— an m 


в, = +11 
ш p u 


(аа Т). 
4.3. ЭГ НЕХ (8 ВОР Ж, КНЕ 
集合 在 复 乎 面 上 的 分 布 有 关 . 
先 来 过 明 两 个 引 理 . 
引 理 1。 对 任何 мел (0), 等 式 
» $5 。 


B,—B,= (4— u)B, n, (9) 
成 立 . 
证 . 从 关系 式 (5) 可 得 
B,—B,=U(I—AU) 一 (人 一 AD U. 
HAU — АИ), РЕЛЕ ш) A ER, 我 们 得 到 
Q —uU) В, В.) Q —AU) = (I—uUyU—U(I— AU) 


= (4 一 в)", 
因而 


B,—B,= (4p) Ш) UUU АП) = (A> 4) BB,, 
这 就 是 所 要 证 明 的 结果 . 
ib. BOY B, в,а выю. ВІ В,В, В.В, 
可 类 似 地 证 明 , 对 于 任何 4, ue€ осо), 成 立 等 式 
В, В, — (4—4) R, Ry: 

3382. 像 解 式 B, 在 集合 <(Z) 的 每 一 点 是 参数 4 ESA 
数 , 也 就 是 说 : 如 果 Aamo Cn от (099, M Ban >B. 

ШЕ. KEREKAN В.Е z(V) 上 连续 ， 如 果 =0， 则 
8B, 一 0， 寺 是 命题 得 证 ， 而 如 果 2750, M B, 关 0， 从 而 可 去 证 明 卫 
Ë p ЗЕЕ. AROR 

[18,1 В.В, — ВЫ = А иво] 
1 а118,1184. 


ИА 1 1 
因而 ттт 10—84 


ЖЕРГ ЈАК. 
现在 来 建立 至: 的 连续 性 ， 因 =(U) НШ дост (07), 所 以 
可 找到 - ' 个 完全 包含 在 пСО) НА [4—41 е, Я 
18;1 在 此 器 内 有 界 , 例如 可 设 
IBl<M  (|4—A| =<). (10) 
由 (9) 和 (10) 得 到 
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18, = В, |= | åo] [Ba 118,1 
«МА-А | (åA se). 
引 理 得 证 
x IIB т 
证 ， 首 先 , ВЕ 21 <r 中 级 数 (8) 收 和 化， 因而 对 此 圆 内 的 4 
BERTE, 故此 圆 包 含 在 非 奇 异 值 的 集合 之 中 ， 所 以 rS. 
现 取 任意 的 元 素 *EX 及 任意 的 泛 图 feX* 并 考察 复 变 量 4 的 
В p: 
pA) =f B: a). 
我 们 来 证 明 mp 在 集合 x(V) 上 是 正则 的 ， 事 实 上 ， 如 果 À, иЄ 
XC0), 则 由 (9) 
OA в.в). 
当 jp 一 4 时 上 式 右 端 有 极限 f(Bi(z)) ( 见 引 理 2)， 因 此 存在 连续 
导数 


2 (4) = 了 (Bz)). 
将 函数 8 在 点 4=0 的 邻 域 中 展 为 Taylor 级 数 


PA= pt0) Ол дин... (11) 


此 展 式 在 不 包含 函数 o 的 奇 点 的 圆 内 R. KERIA <r 内 成 
立 ， 但 由 (8) 式 


p= УПА" (в) А" (191 <»). (12) 


这 时 由 复 变 国 数论 中 大 家 所 熟悉 的 定理 知 级 数 (11) 和 (12) 恒 等 ， 
从 而 级 数 (12? 当 |41<o 时 收 纹 . 
任 取 OSA го, 从 级 数 (12) 在 4=4 НН 
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Ar f(U"*'(a))—2>09, 
因而 , tH f EE E Ж 
А80" *'(2)—0 (о(Х,Х*)). 
但 能 收 敏 的 元 素 序 列 是 有 界 的 (VII.1.1): 
supl ArU" 02) |<. 
因为 这 个 不 等 式 对 于 每 个 zC X 均 满 足 , 而 空间 X 完备 ， 所 以 由 定 
EH VIL 1. 1 得 知 
sup|ArU"t*'|= H— co. (13) 
因此 
A ны JU] <limM"=1, 
Е 
L< S 
Slimy 
因 可 取 À, 与 ro ЕЕ, 所 以 rsr. F H B IN U, AEA 的 不 等 
пто, 故 得 >=ro， 证 毕 . 
1 ik 4 是 算 子 吕 的 非 奇 异 值 , 和 上 面 一 样 , 展开 式 
B =B, t (А— А0) Ві + (АА) "В + ++ 
ЖА A-A 3 ро 中 成 立 ， 其 中 po 是 从 点 加 到 特征 集合 的 距离 ， 
或 如 定理 1 所 述 
1 
e im Bn T 
KRR В, ВУ В, 则 我 们 就 得 到 如 下 结果 . 
вет. RIR 


17220 И" > (14) 
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Mia |> ВЖЕ, Зе А Е А НИИ 


ЕЕ 
数 1/7 MERTU HEER. 
#2. АЖО E Hilbert 空间 中 的 自 共 斩 算 子 , 则 由 IX.5.3 可 


知 二 = 上 U1。 将 这 和 定理 1 推论 的 结果 加 以 对 照 ， 即 得 有 趣 的 关 


系 式 
01 =н 109. 


ЖИ 2. ВЕНЕ U Du o (U) Аа 
8, 

Ш. З 200) = 好， 注意 到 o (U) x (U) 的 关系 以 及 0 
XU), 我 们 就 得 到 : 非 奇异 值 的 集合 x(D) 是 整个 复 平面 ， 因 可 
BUH 0520, MERHEM A, ЗЕ B0, 38 y= В, (25) 7-0. № 
fEX*, 0р0) 720. ЖЕ 2 的 证 明 相似 , 我 们 得 到 函数 

p(4)=f(B:(2:)) 
在 整个 复 平面 上 正则 ， 其 次 , 还 有 估计 式 
СА) | = ]f(B,Ga))|<1flIB.llz0l. 

因为 o (U)= 2, 故 存在 连续 的 0 ', РЕ, 和 引 理 2 类 似 , 我 们 

就 得 知 当 4->co А, 1 07р. Вт, 由 (6) 可 得 
ВАН и. 


А > 


这 说 明 Ф(А) 8 3. 由 Liouville 定理 可 知 w(4) 是 恒 常 的 ( 显 


ж) 但 这 个 等 式 还 只 是 一 个 更 强 的 关系 式 
= ИТ (n=1,2,.) 
的 推论 。 要 证 明 上 述 关 系 式 只 须 将 关于 算 子 (7) 的 谱 定理 (定理 IX,.5， ДИВА 
Фр =Р(а=т2, e), 
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需要 在 此 指出 ; 如 果 我 们 想 用 在 3.1 1 PARFET ЯК: ЖЕ: 
空间 中 算 子 品 的 谱 ， 则 谱 可 能 是 空 集 ， 这 正 古 我 们 释 在 复 空间 攻 
察 问题 的 主要 理由 . 

4 4， 我 们 利用 所 证 得 的 结果 来 研究 对 方程 


z—U(z)= у (15) 
PEAXE oB yr iE t o e Sk bk B] 88. 
正 象 在 V.5.1 中 所 指出 的 那样 , 级 数 
ГИ Ud (16) 


的 收敛 性 保证 了 以 任意 的 хо 为 初 值 的 逐次 逼近 法 的 收 全 性， 在 
(14) 4 и=1, 我们 就 得 到 如 下 的 对 方程 (15) 的 逐次 逼近 法 的 收 
Ax FE f: MI. 

ЖЮЗ. 如 果 算 子 口 的 谱 位 于 圆 |4|<<1 内 , 则 方程 (15) 对 以 
全 总 wo EX 为 初 值 和 任何 有 站 JEK BO E ВНИИ, Е 


— е 
ВАА ея 


— Ак” 


PE N еч 注意 , MI a | <1 外 有 谱 点 时 ， 
lim|U"| == co 
因此 , 由 定理 УП. 1. 1 的 注 可 知 , 除去 X 中 某 个 第 一 纲 集 G 外 , 对 
所 有 的 УСХ 均 有 
вир!" Су) І = оо, (17) 


但 是 , 以 то = 0 НЕ ЙУ КАТ РЕ ВСЕ Р 
y+HU НИ (у) ++") + 
的 收敛 性 ,而 由 (17), 如 果 у6:С, 这 个 级 数 发 散 . 
注 1， 如 果 算 子 去 的 所 有 谱 点 都 是 非 零 特征 值 ， 则 定理 还 可 


*) ”集合 妃 叫 空间 X 中 的 留 集 ， 所 谓 留 集 妃 是 指 忆 的 余 集 是 居 中 的 第 - - 纲 集 
(h 1.4.7). 
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ЗЕЕ: КБЕ НЕХ Shis 2 k bk Ru 35 VE 2& 
件 是 算 子 的 所 有 特征 什 均 位 于 圆 | 4|<1 内 . 

事实 上 , 由 上 面 的 定理 ， 如 果 逐 次 逼近 法 收 伍 , 则 算 子 忌 的 谱 
РИ <. ЕЕ || =1 上 存在 特征 值 we， 在 
方程 (15) фуу, 其 中 y 是 对 应 于 特征 值 pe 的 特征 元 , 并 取 
zo 一 0, RIR n ЕЕ rr 的 表达 式 

zn= (l+ Hotet ua 7, 
它 没有 极限 . 

注 2， 如 果 算 子 品 是 Hilbert # l rh ñb А ЗЕЕ, 则 定理 和 
注 工 将 大 可 简化 ， 由 4. 3 中 的 注 2, 在 这 种 情形 ,我 们 就 有 : 对 方 
程 (15) 的 逐次 逼近 法 收敛 的 充分 条 件 是 jzl<1。 如果 志 的 所 有 非 
零 谱 点 都 是 特征 值 , 则 此 条 件 也 是 必要 的 . 

最 后 , 我 们 用 特征 集合 的 术语 来 叙述 定理 З, 

定理 3 ， 如 果 算 子 0 的 特征 集合 位 于 加 | 211 Ih MAE (15) AHE f 
有 六 yeX 和 以 任意 roeX 为 初 值 的 逐次 逼近 法 雹 收效 ， 如 果 在 圆 A< 内 
有 特征 集合 的 点 , MEERA CX 使 当 yE 时 以 mm 一 0 为 视 值 的 逐次 近 近 
过 程 发 改 ， 这 里 的 集 念书 为 X тна, 

对 于 此 定理 , 同样 可 给 出 类 和 似 于 注 1 和 注 2 的 注 ， 请 读者 自己 来 完成 。 

4.5， 如 果 忆 是 紧 算 子 ， 将 定理 1 和 定理 2 合并 起 来 , 即 可 得 
到 关于 穆 解 式 在 特征 值 邻 域 中 的 性 质 的 更 精细 的 事实 . 

如 果 连 续 线性 算 子 P 映 空间 X 到 一 有 限 维 子 空间 XXCX 内 ， 


A 


То, ***, Ян. 根据 完全 组 的 定义 ， 对 任何 zX 


V(z)= X> a,z,, 


b= 

其 中 系数 &1, а, а, 显然 依赖 于 zx。 Фа, =, (x) (81,2, 66, 

п), ЖЕ f. (4 二 1,2,…, n) 是 线性 的 与 连续 的 ， 其 线性 

性 是 点 无 疑问 的 ， 而 其 连续 性 由 如 下 命题 ( 见 IV. 1. 6) 可 以 推 知 : 
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AR ЕВЕ Е А zz lB] rh рус, МН ЛЕВ 
ATE. 由 此 可 得 
V(z)= fi(z)zi + fz) rt T f, (z)z,. (18) 

反之 ,所 有 形 如 (18) 的 算 子 下 当然 是 有 限 维 的 . 

还 要 指出 一 点 : 有 限 维 算 子 必 然 是 紧 的 . 

设 U 是 紧 算 子 而 ?是 其 特征 值 , 则 如 下 定理 成 立 . 

定理 4， ЯТУ) 

U=U' +0” 

BER 其 中 UV” 是 有 限 维 算 子 而 UV" 是 紧 算 子 ， FH, ATN 


Е ВЕРЕН 


— —— ма RA 


залатая 点 А 而 构成 
证 .可 以 认为 4 二 1( 不 然 的 话 , 代 赫 品 可 去 考察 算 子 (1/40)0). 
在 此 假定 下 , 我 们 来 证 明 : 将 算 子 UU 分解 为 满足 此 定理 条 件 的 , Е 
FH 1. 1 中 所 示 的 和 VU”, 
沿用 在 定理 1. 1 中 所 使 用 的 符号 , 我 们 来 验证 ， 算 子 U” NE 
一 的 特征 值 1 二 1， 事实 上 ,如果 ENC), MEA ENT) = 
X”, 因而 , 由 算 子 0" 的 定义 
U" (xo) =U (20) 一 20， 
即 ==1 是 算 子 ”的 特征 值 . 
如 果 对 某 个 x(zEXX, 70) 有 
AU" (z) = z, (19) 
则 因 U” (z)€X”, 所 以 хЕХ", ММ U"T(z)=U(z), iz т>0 使 得 
T”*'(G)= 0 T"(z)>0, (19) 
Ю= Т" (х А (х)) = Т" (а АГ -- (х) |) 
= (1А) Т" (а) РАТ"! а) = OAT" (£), 
见 , 仅 当 4=1, 上 式 才能 成 立 . 
ле, ЯР U” 的 唯一 特征 值 是 加 二 1, 
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现在 来 证 明定 理 的 结论 中 关于 算 子 V' 的 特征 集合 的 部 分 . 
因由 定理 1. 1 知 算 子 TIU 有 逆 算 子 ， 故 知 加 ==1 不 是 
算 子 ЕАН. ВЕ А51 是 算 子 局 的 某 个 特征 值 而 20720 是 相 
应 于 4 的 特征 元 ， 如果 z eX”, 则 如 上 面 所 证 , 我 们 就 会 得 到 4= 
1. МИ, 6х". 所 以 在 展开 式 
Z= z +z (ziEX Е Х”) (20) 
《参见 定理 1. 1 的 c)) ФУ 24720. МЕЛ (20) 的 唯一 性 ， 
从 关系 式 
Xo= AU (2) + AU (zü) 
得 到 = AU (10) = AU'(z0), BA ERTU 的 特征 值 ， 
反之 ， 设 4 是 算 子 VV 的 特征 值 而 140 是 相应 的 特征 元 ， 因 
为 
2 一 40 (z)€ X', 
FREA U' (z) = 一 7(z) ,因而 zx=40(z), 即 4 是 算 子 也 的 特征 值 ， 
定理 中 其 余 的 结论 包含 在 定理 1. 1 rh. 


定理 证 毕 . 
4 6， 关 于 耶 解 式 在 特征 值 邻 域 中 的 性 态 的 更 完全 的 表达 可 
以 在 下 述 定 理 的 基础 上 建立 起 来 . 


定理 5， ШИТИ, ИЕА А 的 充分 小 的 
邻 域内 成 立 如 下 的 展开 式 


~ 


= Оу... 
Ву р НИКА 


+U,(ÀA— Ло)" (21) 
并 县 7 是 特征 值 А ЮВ И, 是 有 限 维 的 , 算 子 
U_.,=0. 
(21) 式 有 端的 级 数 在 算 子 空间 B(X, X) hik, 
证 ， 如 同 在 上 一 定理 中 那样 , 我 们 仍然 认为 如 =1， 由 1.1 的 
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引 理 2 立即 可 知 特征 值 和 的 秩 是 有 限 的 ， 再 次 利用 定理 1.1 的 
表示 并 由 这 个 定理 的 注 , 可 得 X ТСХ), X” МОТ) 
将 元 素 EX 表示 成 如 下 形式 

z=z'-k m" (х ЄХ’, z2"”C€X”) 
《参见 定理 1. 1 的 c)) Е z Ar Рг) в а" = P” (а) ру 
起 来 ， 我 们 就 构造 了 从 空间 X 到 子 空间 X' # X” 的 两 个 投影 算 
子 P AP” 由 1 的 估计 式 (9) 可 知 这 两 个 算 子 都 是 连续 算 子 ， 
此 外 , 还 有 

P'(X)=X', Р"(Х)=Х", P'+P"=l. 
考察 任意 元 素 yEX， 元 素 +=B,(y) 是 方程 
zt—AU(z)=U(y) (22) 
的 解 ， 将 2 一 P(x) 十 P*(x),y 一 Py) 二 Pr(9) 代 人 上 式 并 注意 到 
U(X )CX' #IU(X”)C X”, 我 们 可 将 (22) 改 写成 如 下 的 方程 组 
Р'(х) -А0Р'(х) = 0Р'(у) 

Ба) -AP (а) UP") 

因为 ОР'=0Р', р — 4 EL nk A 
T, (P'(z2))=U'P'(g), 

其 中 了 ;二 1 一 40'， 由 于 定理 4, А1 RAFU 的 正则 值 ， 因 此 ， 
根据 定理 2 的 注 , 如 果 (4 一 1 充分 小 , MATU ПВ В 可 展 
为 


(23) 


В, = о (4 DD +e + ADUR t e, 
且 上 式 右 端的 级 数 在 空间 BX, X) piek, MERE, 可 得 
Р'(2) = В, Р' (у) = П ADU t + (2-1) "U, 1, 
(24) 
Ж 0, = 0,Р'(п=1, 2, ...) 并 且 上 式 右 端的 级 数 仍 在 空间 B(X, 
Х) + СЯ. 
现在 来 讨论 (23) 中 第 二 个 方程 
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构造 商 空间 
Х (= 37% )/3(7°-1) (0=1, 2, r), 

并 用 ф, 来 表示 从 空间 МОТ) Хо Б RIS, 空间 KOR 
然 是 有 限 维 的 ， 取 ХО ВНОС O, 00,065, 
EO Е rO, 00, 2 МОГ НЕ Фа) = ао 
МЕЖ. 元 素 组 zj В=Т(а;)()=1,2, +. n.) ЩЕ NCT), № 
ЭР, 5 2,70 =, (ао) АЕ. УЕ, # 
Staze» = 0, 则 


j=1 


D az =Т (Мая PENT); 
7-1 1=1 
换 句 话说 , Dur PENT), 因而 
j=1 


Ry п, 

m.r) — — 
Saz; =p] У) ajz” |=0 
了 一 1 j=1 


amaa anamo HATH, 

把 元 素 TO, BTD, aet, DEX, 
аюв ХИ JEI Вр a о 
NCTE 170 ер, 108575), 

继续 上 述 的 讨论 ， 对 于 每 个 上 =1,2，.…，7 构造 元 素 n, 
пе, zn 使 得 

TIEN(T), T (z J= tD (25) 
(= 1,2, -**, п; ВЕТ, 2, «666 уж; = 0), 
并 且 , ЖА 1, 2,65, т, 元 素 
BOS p (а190), ва = p (z 2), e, ЧР = р (00у 
成 空间 X 的 基 . 
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fir 
XSL anh, 23%, e.r, zx) (k=1, 2, т), 
由 (25) 可 知 


T(X,)CX,-; (k=1,2, =., r; X, = {0}). (26) 
今 证 元 素 组 42) 中)(j 二 1, 2, 6, n3 k=l, 2, …，7) 是 X" 中 完 
全 的 线性 独立 元 素 组 . 
设 
35: A z 0 = 0. 
k=1 J=] 


HAH Ет 时 rO ENT D, 以 算 子 p, 作用 上 式 , 则 

TI g(a) = Sa mz =0, 

k=1 1=1 了 一 1 
因而 条 ==0(j= 二 1,2,…, 2;)， 用 类 似 的 办 法 可 证 所 有 其 他 的 系数 
4 均等 于 零 ， 现 在 来 考察 任意 元 素 z"EX”. 元 素 p,(z")EX， 
因此 ， 可 找到 系数 a, a, m, ..., atr) 使 得 


pan = Знать sph J aa en), 
9=1 f=1 
所 以 


д” — >a т;%ЄМ(7"-), 


9=1 


继续 如 上 的 讨论 , 最 后 , 我 们 可 得 到 ;， 对 每 个 &;* 


T n, 
д" У) Dot VENT) = (0), 


К=1 j=1 


г Rr 


因而 д" 一 430025300) 
此 =1 3=1 


ТЕХ 中 任意 元 素 ， 元 素 P'(z)€X”, 因此 


т n 
— t И I 
PrE) = 57У мвд, 


k=1 j=1 
FH, ЖЕ 4.5 中 指出 НН, Жа; РЕ A. ИЖ 
记 
P ,(z)= Ñ layer) t (k=1, 2, eet, r), 


根据 上 面 的 讨论 ,了 ;是 映 空 间 X A X, AEAT АН, 


P”=P,+ P,+ += ЕР, (27) 
Pp,P, =} 0, mt, (k,m=1,2, =, т). (28) 
Pm, m= 


由 于 VP” =Р”И, 37) (23) rh уже МР" 0 (у), 
然后 用 和 P + Py + e tP, КЖЯ Р": 


SIP, (z) АЛЫР, (z)= FP UG). 
k =1 k=l k=i 
ДР, 作用 上 式 两 端 并 注意 到 (28), 则 


Р(х) ADPaUPAT= PU (m=1,2, r). (29) 


k= 
但 是 

UP,(z)= P,(z)—TP,(z), 
所 以 , 由 (26) 得 


su k=m, 
P,UP,(z)= —TP,. (z), k=m+ 1, 
| 0, т, m 十 1, 


(Е, m=1, 2, =+, r; P. . =0). 
利用 这 个 关系 式 可 将 (29) 写 成 更 简单 的 形式 
P,(z)—4P,(z)= PU(Y), (30) 
е 57 ° 


P,(z)—A[LP,(z)— ТР». (2)]= РО (у) (т=1, 2, 7 一 上 ). 


(31) 
М (30) пуф 
Р,(х}= PUO). 
因而 , 根据 (31 ) 
A 1 
P,- (2)=7 TP,(z) 十 二 3 
À . 1 
= j PU Hg UVO). 
一 般 地 , 对 任何 m=1, 2,…, т 
P, (z)= Egt рат Pan UW). 
将 所 得 到 的 等 式 加 起 来 , 得 
Р" (£) = Ро = рэза AF ЕР PmU Cy) 
-Sg pya Er Ри, (82) 


НАМ 


2: k e 
(这 和 之 GD， 
这 里 的 с; (в) 是 +E 基 些 常 数 ， H cep = (1) 将 这 些 关 系 式 代 
人 (32), 得 到 


2"(2) = рзд t, (33) 


其 中 算 f U REES l, 2, t.t r) 古 形 如 T' P, U 的 线性 组 合 ， 因为 


. 58 。 


Рив (Х) = Хи, СХ”, НЕ 1.19 by T(X”)C X”, ВИА 
Us 是 从 空间 X 到 X" 的 有 限 维 算 子 ， 其 次 , 由 (32) 可 见 
U1) РИ, 

Е И, АДИЯ, H y=, 则 由 (25) 

U- (g) = (1) "ТР, U (a) = (1y TP, (e—a) 

= (Г) T 2, )=(—1)z, £0, 

于 是 0,520. 

J X: (24) СЗЗ) НИЛ А, В, 的 展开 式 ， 

定理 金 部 证 完 . 

Ж. 如 果品 是 Hilbert 55 8А В ЗЕЙ 7, M EREE H 
以 有 某 些 改进 ， 因 为 这 时 r= 1(MW 3.1)， 因 而 展开 式 (21) 中 只 有 
一 项 (2—4) 07-:， 关 于 这 方面 的 结果 的 详细 氢 述 此 处 就 不 再 引 
进 了 , 因为 它 在 IX. 4.5 中 已 以 更 强 的 形式 描述 过 . 


$5. Fredholm 择 一 律 
在 这 一 节 里 , 我 们 将 指出 将 如 -空间 喘 射 为 自身 的 连续 线性 算 
六 卫 所 应 满足 的 一 些 条 件 ， 在 这 些 条 件 下 对 算 子 下 的 Fredholm 
择 一 律 成 立 (参见 1. 4)， 特 别 要 指明 的 是 ， 如 果 线 性 算 子 局 的 蘑 
kR f. 0” 是 紧 的 ， 则 对 于 算 子 人 =/ 一 UV Fredholm 择 一 律 成 
立 ， 下 面 结 果 的 叙述 是 С. М. Никольский[ i] В B. 
5.1. 考察 方程 


Та) =у (1) 
K Je kaja J; Fe | 
T*(g)= f. (2) 
另外 ,还 考察 相应 的 齐 次 方程 
T(r) =0, (3) 
T*(g)=0. (A) 


HRTF T 0) Fredholm Ф В Л: 
D 或 者 方程 (17 和 (2) 对 任何 右 端 可 解 ， 这 时 其 解 是 唯一 的 ; 
2) 或 者 是 齐 次 方程 (3) 和 (4) 分 别 具 有 个 数 相同 的 线性 独立 
В zaza t, Ea 091,97. ga 这 时 方程 (1) 或 方程 (2) 可 解 的 充 
分 必要 条 件 分 别 是 
9.00) =0 (k=1,2, +, n), 
或 
f e)=0  (k=1,2,--,n), 
并 且 方 程 (1) 和 (2) 的 通 解 分 别 为 


n 
z=z* + > сь, 
k=l 


n 
g=9*+ Defies 
k=t 


其 中 zx* 和 9* DEDRA EAE, 而 ci, Со, et, Ce Е 
任意 常数 . 
F th E ЯН ВНЕ Fredholm 择 - 律 成 立 的 算 子 全 的 类 与 形 
如 了 二 JT 一 UV 的 算 子 类 实质 上 区 别 不 大 , 这 里 的 UV 是 紧 算 子 . 
定理 1 下 面条 件 中 的 每 一 个 都 是 使 Fredholm НОН 
也 了 成 立 的 充分 必要 条 件 : 
1) 算 子 了 可 表示 为 
ТЕМУ. 
KRW НОЕ НОЕ Г, 而 7 Г, 
2) ВЕТ ЖА 
ТЕ, +V., 
证 . 易 见 只 要 证 明 条 件 1) 的 充分 性 和 条 件 D 的 必要 性 就 可 
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АТ. 
条 件 1 的 充分 性 证 明 ， 设 


T=W +V 
JË R.W ЕА W ШЕЕ. НСО 
W-'T(z)=W`!(g). (5) 


其 次 , 在 在 连续 的 双边 道 算 子 W *-!—(W'!)*(XIL. 2.3), A 
此 , 在 这 样 的 意义 下 : 如 果 g 是 方程 (6) 的 解 ， 则 W *-!(g RJ 
程 (2) 的 解 ; 而 如 果 go 是 方程 (2) 的 解 , WJ W * (g) АГРЕ ( 6 ) t Wg, 
方程 (2) 等 价 于 
T*W* 1(g)= f. (6) 
引进 记号 了 1= МТТ. ВЕ 0 = ИС 1) = ТИ: 
(H ІХ. 3.1), 我 们 可 把 方程 (5) 和 (6) 改 写 为 
z—U(z)=W `'!(g), (7) 
g—U*(g) = f. (8) 
由 于 忆 是 紧 算 子 ， 所 以 ， 对 方程 (7) 和 (8) 定 理 1. 4 MEWE 
立 。 因 而 齐 次 方程 
z—U(z2)= 0, (9) 
g—U*(g)= 0 (10) 
具有 个 数 相同 的 线性 独立 解 z. zz tets zn K 90,95, ***, ди. ЗНА 
程 (3) 显 然 具 有 和 方程 (9) 相 同 的 完全 线 人 性 独立 解 系 , BH zh z, …， 
21, АЕ 
g, =W*-!(g,) (k=1,2, +, в) (11) 
构成 方程 (4) 的 完全 线性 独立 解 系 ， 由 上 面 所 指出 的 方程 〈2 ) 与 
《6) 的 等 价 性 可 推 知 (11) 中 每 个 泛 国都 是 方程 (4) 的 解 . (11) ні 
泛 乓 是 线 人 性 独立 的 ， 因为 从 关系 式 之 ,aag = 0 Hen 2 a 9, = 


* G] > 


# 
Уо, *(9,) 0, 而 这 只 有 在 o 一 cs 一 … 一 an 二 0 时 才 可 能 ， 最 
k=l 


后 , 如 果 方 程 (4) 具 有 解 go 而 g 不 是 泛 函 (11) 的 线性 组 合 ， 则 泛 
EW * (go) 将 是 方程 (10) 的 不 为 泛 孙 91,9;，…,9s 的 线性 组 合 的 
解 ,这 是 不 可 能 的 . 

这 就 说 明 方程 (3) 和 (4) 具 有 个 数 相 闻 的 线性 独立 的 解 . 

其 次 , 仍 由 定理 1. 4, 方程 (5)， 因 而 也 就 是 方程 (1 ) 有 解 的 充 
分 必要 条 件 为 

9% (1 (4))=0 (k=1,2,.,n), (12) 
由 于 (11), 此 条 件 与 下 述 条 件 靠 价 : 
СИ 1) * (9) SWE (9%) Су) = 9.00) =0 (k=1,2,., в), 
可 类 似 地 验证 
f(x)=0 (Ek=1, 2,.., n) 

是 方程 (2) 可 解 的 充分 必要 条 件 . 

条 件 2) 必要 性 的 证 明 . 

设 zu za zr FU Gia 92, s 9 分别 是 方程 (3) 和 (4) 的 完全 的 
线性 独立 解 系 ， 利 用 定理 V.7.4 和 3 引 理 HI. 3. 1, ЖЕН fi 
Р, fnEX* 及 元 素 Yis Yo t, ИСХ 使 得 


о МОМА (J, k=1,2, 1, а), (13) 

1, j=k 

„99=) 0 у 776 (J, k=1,2, 9,1). (14) 
1,3=Е 


WY =X), №" = (у, Ya Y). ЭС VEX 可 唯一 
地 表示 成 

у=у ty” EY’, у"ЄҮ"), (15) 
车 实 上 , Frit 
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д" = (у, =, 
Е 
则 由 (14) 
99’) = 9:00) — 219, (29; (u,)=9 (12 n). 
k= 
НИ Е T(z2)=y 有 解 , 从 而 YEY .表示 式 (15) 的 唯一 性 可 这 
样 来 推出 : 如 果 y= >, YEY’, 则 方程 T (z) ==" 应 在 在 解 ， 
k= 
从 而 gi") =a; = 00721, 2, n). 
其 次 ， 记 X'=N(f., fa er, fa), X”=L( 《za To, .”., at). 类 
似 子 前 面 的 证 明 , 所 有 元 素 z€ X 均 可 唯一 地 表示 成 
z=gz +z" (ZEX х"ЕХ”), (16) 
Я W , 并 设 


LAORET OLDHAT 
b=1 


现在 来 证 明 算 子 W 是 从 空间 XX 到 自身 的 一 对 一 的 映射 ， 从 而 县 
有 双边 连续 逆 算 子 ( 定 理 ХП. 1. 2), EXE, Кум хня 
元 素 , 将 9 表示 成 (15) 的 形式 у=у-у", ЖН y'eY'= T(X),y” 


= >a, СУ", 亦 即 方程 T(x) = У’ НИ 2", z' 可 认为 是 X' 中 的 
k=l 


元 素 СЕ, e RKM: xz 二 x +r", JEE Tl") = 
0, у =7T(z)=T(z)), 
命 


т 
х= та, ат”, 
К=1 


Т0) = 0 700) =0 和 (13), 即 可 知 
. 6$ • 


W(x*)=T(2) T T E P If, G”), 


k=1 
=T) рая Y=Y + 2167, 
Ю=1 1=1 k=1 


=y, 
现在 来 证 明 , 除去 元 素 x* 外 , HEW (z) =y 不 存在 其 他 的 解 ， 事 
KE, 如 果 存 在 非 零 元 素 z 使 得 
W (25) 0 
即 


T(z0) + Dfilz0) ys = 0. 
k=1 


这 时 人 T(zoO)EY' Ш >17, (zo)ysEY”。 由 (15) 式 表示 的 唯一 性 , 即 
k=1 
得 
Т(х5) = 0, 227, Gy, = 0, Ў, (20) = 0 (Е=1, 2, п), 


由 此 得 知 zo 一 0( 因 为 同时 有 zxoSX” 及 Е X). 
为 了 完成 定理 的 证 明 , 只 要 令 


У, (2) = УА (2)9, 
k=1 


Вр], 

注 ， 建 议 读者 证 明 : 如 果 在 条 件 DR 2) FART TRER 
子 TP， 则 得 到 的 两 个 条 件 也 是 对 了 成 立 Fredholm 择 一 律 的 充分 
必要 条 件 . 

5.2. ИРА. 

Wa 1. j A#1 B AE НЙ НХ явавжаввят. 


~ z = IHJ 
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对 4 和 8 同样 具有 逆 算 子 . 

证 .首先 证 明 算 子 4 和 0-! 是 可 交换 的 ， 事 实 上 ， 

A=€C-!CA=C- JABA=C-1.A(AB)5 = С-'АС, 

上 式 两 端 右 乘 以 C-' 即 得 4C-: 一 C-14. 

其 次 , 利用 已 证 的 算 子 4 与 C-: 的 可 交换 性 可 得 

B(AC-!1)= BAC '=CC-'1=1, 
及 
(AC-1)B=C-1AB=C-`!C = 1, 

由 此 推出 存在 В-'= 4C-!， 可 类 似 地 证 明 存 在 4-'= ВС", 

Ж. 如果 算 子 0-! 是 连续 的 ， 则 算 子 4-! 和 B-' 也 是 连续 
的 . 

引 理 2， 设 是 空间 XX 中 的 连续 算 子 , 贝 则 算 子 的 特征 集合 
х. О" 的 特征 集合 ОЕТ Я 

[Z (U) "C z (Um, 

即 如 果 AEX (U), WJ 4"EXCU"). 

Ш. 2 e= ei, 则 

Д" (I —AU) (I Ле) — Ae™ ЧУ), 

如 果 ASX U"), ME 

A=I—AU, B=(I—AeU) (I —Ae™'U), C=1—A"U", 
故 存在 连续 逆 算 子 C-!， 因 而 由 引 理 1 的 注 可 知 存在 连续 逆 算 子 
А", HI A&X CU), 

5.3. ДИМЕ 5.1 中 一 样 认 为 X 是 B- B), 我 们 来 考察 X 中 
的 连续 线性 算 子 U. 

定理 2， 设 存在 使 得 U" 是 紧 算 子 的 自 维 数 m MENART 


ЕЯ Ну ЯХ 


A 


. 由 引 理 2 知 特征 集合 th ia SUR, 故 在 复 平 面 的 
KEMM LIRARNA Ars 42 5, AEX CU). 


设 了 遍历 整个 质数 全 合 , 数 
etmir (81,0, =, p—1) 

各 不 相同 , 因此 对 充分 大 的 Po 

Ajeti (рор k=1,2,, p—1;)=:1,2, 2) 

(17) 
Э} mep 并 且 m 是 质数 .我 们 写 出 展开 式 
7 一 rm (1—0) е) (1 е" Ц) = (1--07)У, (18) 
ё 02" V=(I—eU)} (I е"), 
由 (17), 算 子 I 一 etU(Kk==1,2,…, т 1) руй, ЕТЕР a. 
TV 但 这 时 
T=I—U=(-UMV =V! 0"у". 

НЕЧ Ури, APUV O ERRAT, КАНЕ 
#1, 

定理 证 毕 ， 

5. 4， 尖 于 紧 算 子 特征 值 集 合 的 定理 (定理 2 ) 可 推广 到 上 一 
个 定理 所 游 罕 过 的 那 种 形式 的 算 子 上 去 . 即 如 下 定理 成 立 ， 

定理 3. БЕТ т, И О" ЕН, WL 1) Pf U uka i 
Ea XLU) 仅 由 特征 信 组 成 , 并 且 每 个 特征 值 都 具有 有 限 秩 , 而 对 
应 的 特征 子 空间 是 有 限 维 的 ; 2) 在 复 平面 的 每 个 圆 |4| 志 BR 内 仅 

ЧЕ. 根据 引 理 2, 可 只 限于 定理 中 结论 1) 的 证 明 . 另外 , 易 见 
“ 算 子 也 的 特征 集 含 XY(Z) 仅 由 特征 值 组 成 ”这 一 结论 可 由 定理 2 
推出 ， 因 此 只 需 证 明 每 个 特征 值 的 秩 都 是 有 限 葛 而 且 相 应 的 特征 
子 空间 是 有 限 维 的 . 

不 类 一 般 禾 , 可 设 所 要 考察 的 特征 值 是 加 =1 记 TT 了 一 U" 
由 (18) 
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T VT, TVP 
МТТ, Т, УЯУ 都 是 彼此 可 交换 的 ,天 
Ta=V"T, T=V |T}  G=1,2,-), 
由 此 立即 推出 
М№(Т") = N(T'). (19) 
因此 ,由 于 U ERRET, 而 对 这 种 算 子 我 们 已 经 证 明 过 命题 
是 成 立 的 , 根据 (19) 可 知 对 我 们 现在 所 考察 的 情形 命题 亦 成 立 ， 
最 后 我 们 举 一 个 例子 , 即 连续 线性 算 子 本 身 不 是 紧 的 , 但 算 
TU RKW. 
jz X дел јр LOSS), с, с, 之 一 ， 对 元 素 r= (5,)ЄХ, 
ий y =U (r), 其 中 
у) (m4 一 9， PARR 1, 2,.…)， 
léno n В 


М 0-0. 

注 ， 由 于 $ 4 中 对 紧 算 子 所 证 明 的 定理 只 用 到 定理 1. 1 和 定 
理 3.1 中 包含 的 紧 算 子 的 性 质 ， 将 这 些 定理 转 到 上 面 讨论 的 那 种 
形式 的 算 子 时 情况 并 无 什么 变化 , 所 以 , 若 仅仅 认为 算 子 已 的 某 次 
FERR MU $ 4 中 所 得 的 结果 对 这 样 的 算 子 也 成 立 ， 


§ 6， 对 积分 方程 的 应 用 
6.1. 考察 积分 方程 
209) А Kls, ай = 96), (1) 
假定 核 КОНЕМ [0,1; 0, 1] 中 的 连续 函数 ， 如 果 把 积分 
项 看 成 空间 CO, 1] 中 的 线性 算 子 ， 则 方程 (1) 就 是 我 们 在 上 一 节 
中 所 考察 过 的 那 种 类 型 的 方程 ， 
还 可 以 考察 比方 程 (1) 更 为 -~ 般 的 积分 方程 ; 即 
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25) 一 让 K(s, зи =y (a), a’) 
Eh д n ЕВЕ АНЕ PE BT ЕС, s 和 上 зл п ДЕ 
空间 中 的 点 )， 但 对 方程 (1) 所 作 的 全 部 证 明 不 需 作 任何 实质 的 改 
变 即 可 报到 对 方程 (4 ) 的 证 明 中 来 , 因此 ,我 们 只 讨论 比较 简单 的 
方程 (1). 
我 们 把 积分 算 子 
z=U(x), z(s)=[ кб, (РЕ (2) 
HEM СГО, 113] СГО, 1 内 的 算 子 , 其 范 数 是 
ol=max| кс, Dla 
С 1.2. 4), h IX. 2.1 可 推 品 是 紧 算 子 ， 
根据 乙 的 定义 , 可 将 方程 (1 ) 写 成 
2--ЛА (ж) = z, (3) 
这 个 方程 的 解 z* 通 过 y 用 公式 
z#*—=y-+ AB, (4) 
表示 . 由 定理 4.1, КГ 
r*=y HAUC) + HAU (У) e, (4) 
这 个 级 数 对 于 满足 不 等 式 
li| <= 
SB 2 390802, Kh а по ПОТ, 7 是 点 4=0 ВО 
特征 集合 的 距离 (定理 4.2)， 级 数 (4) 对 于 满足 


1 


Е 
max | 1К(3,6)| dt 
8 0 


ОТ _ 


的 所 有 4 总 是 成 立 的 ， 
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正如 在 V. 5.5 中 所 指出 的 , РОЯ, Нр 


z=U"(z), z(s)= | К.б, t)z(t)dt (n=1,2,---), 


其 中 K,(s, i) EEH. 
将 (5) 代 入 (4), 即 得 到 方程 (1) 按 参数 À 展开 的 解 : 


пв) рб) +41, К (=, t)y(t)at + 


= | Kals, y(t +, 


并 且 此 级 数 对 sE[0, 1] — ВСЯ. 
因为 级 数 
В, =U +AU? + БА" 
在 从 C[0, 1731 CCo, 1] 的 算 子 空间 内 收敛 , 则 


j=m+1 


因而 , 对 每 个 固定 的 sE[0, 1], 级 数 


т+Р 


У! 1! К, (8, 1) 


j =m+1 


1 
=max| 
8 


HN-1K,;(s, 1) 
1=1 


di-—>0, 
m= 


(5) 


(6) 


(7) 


在 空间 工 中 对 selo, 1] 4. RRMA Г ($, 


二 四, 并 叫 作 积分 方程 (1) 的 后 解 式 ， 显 然 
BS) = [| TCs, 5 DI, 
因此 , 公式 (4) 还 可 以 改写 为 


zs*(s)=yCs) +2| T's, вая. 


如 果 141<r， 则 由 定理 4.3 知 对 方程 (3〉 的 逐次 允 近 过 程 收 


gk, 把 这 个 结论 应 用 到 积分 方程 (1), 我 们 就 得 到 如 下 结果 : 


WR JA т, 则 积分 方程 (1) 的 解 可 以 作为 按 递 推 公式 
па (9) А К Datu +0 (5) (n=0, 1,2, ++.) 
所 确定 的 连续 函数 序列 {z, (5) } у 32 W Se ВЕН, 并且 初 
Н z (1 ) 是 任 疮 的 连续 国 数 . 
6.2. ШЖ КО, E 52 时 为 零 , 则 方程 (1) 可 以 写成 
2(8) Ако, аб) =y(s). (8) 


这 种 类 型 的 方程 叫做 Volterra 积分 方程 . 

不 难 证 明 Volterra 方程 的 重 核 当 s< 时 也 为 等， 

假定 楼 К ($, t) 5 0051 时 连续 , 今 证 展开 式 (4) 对 所 有 
的 复数 4 都 成 立 , 即 r= оо, 

РЖ BERRAR AR, ВЕЕТ ЖК (8, 1) |< М. HE 
В K, (s, 不 难得 到 估计 式 


Кв, |< NM (n=1,2,)., (9) 
(nC—1)1 
х п СО) З, 如 果 (9) 式 对 莫 个 二 1 成立 ， 则 


Kals, DI <| IKC, аук, бо, Га 


5 n-i n 
=м| — M'du= M", 
> ау; nl 


从 (9) 式 得 到 
0" = тах[' к, (5, £) d 


8 5"! мМ" 
dt = 
o(n— 1) (п—1)!’ 


< М”та х 
由 此 
0) ту 


这 说 明 r= со, В Volterra 型 积分 算 子 没有 特征 值 ， 
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6.3， 仍 考 乐 方程 (1)， 因 为 算 子 (2) 是 紧 的 ， 对 于 方程 (3) 来 
说 Fredholm 择 一 律 成 立 ， 由 此 得 到 对 积分 方程 (1) 的 下 述 结 
果 . 

定理 1， 或 者 是 积分 方程 (1) 对 于 任意 的 连续 函数 y(s) 有 了 叭 
一 的 过 续 解 , 或 者 方程 


z(s) -afi ке, z(t) d=0 (10) 


具有 有 限 个 线性 独立 的 解 ri(s), zs(s),…, za(s)， 这 时 方程 


~ 


y(t) A| KG, tps)ds=0 
НОЖЕН AEA Ak е. (2), 002), =, Dn (D. 


要 O 
| G) ys)as=0. 
使 (10) 存 在 解 的 非 零 4 值 叫 方程 (1) 或 核 K (s, t) 的 特征 值 . 
换言之 ,方程 (1) 的 特征 值 不 是 别 的 , 正 是 算 子 芯 的 特征 值 . 因此 ， 
对 于 积分 方程 的 按 模 最 小 的 特征 值 4, 有 估计 式 


一 1 > l _ 
= ! > 
max | Кв, 0) ах К |. 
8 0 


利用 方程 (3) 的 解 依 赖 于 4 的 关系 ， 由 定理 4.5 得 到 以 下 结 
果 . 
定理 2， 在 特征 值 ло 的 邻 域 中 , 方程 (1) 的 解 z* 可 表示 成 


"9-я =... 十 全 69). 元 十 加 (3). 


十 gs)(4 一 加) 十 ..., 
. 7] ° 


ЗЕ у» (5) (t= 一 7?，,…,0,…) 是 仪 依赖 于 y MEAR, Jinak 
数 对 SELO, 一 致 收敛 

因此 , 对 于 每 一 个 固定 的 seE[0,1]，z*(s) 是 在 特征 值 处 有 极 
点 的 半 纯 函数 . 

6.4， 现 在 我 们 来 考察 空 间 L"'(D)( 其 中 DD 是 名 维 空间 中 的 有 
ЯМА 

105) | КО, ¿)z(t)dt — (s) (s€D). (11) 

设 核 K(s, НЕ ХІ. 3. 3 ИЖ (9 = р), Ш 


1) икс, Dra <o, (s€D); 


2) ff IKC, lds ро, QED); 


3) p—r(p—1)<G <. 
这 时 根据 上 面 所 引用 的 定理 ， 以 K(s, t) 为 核 的 积分 算 子 UU 是 从 
L?(D) 到 LD) 的 紧 算 子 ， 其 范 数 满足 估计 式 10| 志 Ci" Су“, 
因而 对 方程 (11) 可 以 运用 上 面 对 方 程 (1) 所 作 的 全 部 结论 . 

特别 ,如果 楼 К ($, АЕ, 即 若 

K(s,t)=B(s,t)/|s—t|”, 

Ж BCs, 1) 34 st 时 是 有 界 连续 图 数 , 而 mx 二 rx， 则 上 面 所 指 的 
条 件 都 成 立 (定理 ХІ. 3.6). 

此 外 , 如 果 В (в, Е 


# 
пт 


p> 


则 由 定理 XI. 3.7, ATUH Гр Я ССр), РЕ 
z*(s) ПРАВОЕ AA Ve EREE SEP E Ae ЕР ДАРВИН 
kr Sy НУ. 

详细 的 叙述 建议 读 老 去 做 ， 
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$7. 紧 算 子 的 不 变 子 空间 ' вне 

本 世纪 60—70 年 代 之 间 , 在 Banach 空间 的 理论 方面 出 现 了 
一 系列 深刻 的 结果 .结果 之 一 就 是 由 Lindenstrauss 和 Tzafriri 
所 给 出 的 Hilbert 空间 的 特征 ( 见 定 理 У. З. 3), 我 们 在 这 里 还 要 
建立 两 个 重要 的 结果 ，( 关 于 Banach 空间 理论 的 近代 状况 可见 
Lindenstrauss 和 了 Tzafriri 的 专著 ，) 

7.1. 设 X 是 Banach й, О 是 中 的 连续 线性 算 子 ， 闭 
线性 集合 ECX 称 为 算 子 上 的 不 变 子 空间 ， 如 果 U(E)CE 的 
话 . 易 见 {40} 和 六 均 是 不 变 子 空间 . ЖЕЛАЛА X 又 不 为 {0)， 
则 称 九 是 非 平凡 的 不 变 子 空间 ， 特 征 向 量 算 子 的 存在 表明 算 子 具 
有 一 维 的 不 变 子 空间 .但 是 即使 是 紧 算 子 也 可 能 一 个 特征 问 量 也 
Ж. f 

Volterra 积分 算 子 就 是 一 例 ( 见 6.2). 但 这 个 算 子 却 有 很 多 
不 变 子 空间 。 例 如 , 对 于 任意 的 eE(0, 1)， 所 有 在 区 间 [0, a ] rh 5 
TPHA zxECL0,，11 的 集合 就 是 这 个 算 子 的 不 变 子 空间 . 

J. von. Neumann 在 1935 年 曾经 证 明 : Hilbert 空间 中 任何 
非 零 紧 算 子 均 存 在 非 平 几 的 不 变 子 空间 ””. 不 久 前 B. И. Ломоно- 
сов[1] 得 到 了 更 为 一 般 的 事实 的 一 个 简单 证 明 ( 我 们 在 这 里 采用 
的 是 这 个 证 明 的 一 种 变形 , 是 由 Khilden 给 出 的 , ) 

设 U 是 无 限 维 Banach 空间 中 的 紧 算 子 . 以 外 表示 所 有 与 
U 可 有 交换 的 算 子 的 集合 ， 即 所 有 使 得 TU=VT 成 立 的 算 子 T€ B 


Т.Е, WJ T TEN. 


ж) Т.уоп. Neumann 的 这 个 结果 见于 Aronszain fn Smith 的 文章 [11 中 ， 这 
里 Neumann 将 之 推广 到 Banach 空间 上 . 
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定理 1 (Ломоносов). 在 无 限 维 Banach 空间 XX 由 在 在 这 
ЧЕ. ЖИ 0, Жо 9, 还 可 以 找到 元 素 
z CX 使 得 


[> 而 且 100С) 11. (1) 
设 B 是 以 zo 为 中 心 的 开 的 单位 球 ， 因 为 算 子 UV 是 紧 的 , 所 以 
KK=0(8) 也 是 紧 的 .任何 EB HARRE =r, Ж [21 
1. ДЖ у= 0 (2), N y =U (о) РО (=) НИ (2) 11. DHH) 
ly 22 107 Сео) 1 107 С) |22100) 118220, 
由 此 , 对 任何 ЄК, 均 有 
ly | ó> 0, (2) 
其 中 6 不 依赖 于 y。 我 位 来 考察 两 种 情况 ; 
a)” 设 算 子 UV 具有 非 零 特 征 值 4 НМ, 表示 对 应 于 4 的 特 
征 子 空间 .我 们 来 证 明 №, Ни TCM 的 不 变 子 空间 (因为 0 是 
紧 的 , 所 以 显然 Wi 天 和 X)。 如 果 EN, W 
U(T(z2))=T(U(z))= T(AÀz)= AT (2), 
H J; nj I T (z)€ N... 
b ”其 次 假定 算 子 没有 特征 值 , 从 而 谱 o (17) = {0}. Wii 
ТРОЕ, 由 此 据 4.1 所 述 , 对 任意 的 4 
上 7 一 >0. (3) 


假定 不 存在 关于 所 有 TEA 的 非 平 凡 不 变 子 空间 .对 任意 的 
ZE 天 0)， 我 们 来 考察 子 空间 工 -, 这 里 的 L, 等 于 集合 Li = 
(=): TODEA. AA A ERRA, MARA L. 也 是 线性 
的 ， 如 果 УЕ, W) у= T (z), TEN FHER TEN, HA TTE 
A, И; р ТС) = TT) (ЕЕ... 由 此 并 考虑 到 有 中 中 所 有 算 子 
的 连续 性 , 则 知 Г, 是 外 中 任何 算 子 的 不 变 子 空间 ， 

因为 便 等 算 子 了 属于 集合 AX MAEL, 于 是 可 知 工 -天 10;。 
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因为 我 们 曾 假定 不 存在 非 平 几 的 不 变 子 空间 , 所 以 对 任何 2039 
有 工 :一 X, 由 此 可 知 工 :B ЗЕ. 
因而 对 任何 天 0 均 存在 TEN 使 得 T (z)GB, 由 此 可 知 
утв) = XS (0). 


由 (2) 知 KCXYN {0}, НИР" (В): TEN A K 的 紧 
ЈЕ зс. 我 们 从 中 选取 有 限 和 覆盖 : 
KC U T, ` (B). 
到 满足 关系 式 (1) 的 点 хо, МОС) EVU(B8)CK， 则 可 找到 
1101570 т) 48 UET! (В). Е 
1. =Т. (U(x0)) EB, 
类 似 地 , 可 找到 i CSi Sm) E 
zs 一 了 (7CzD)D)EB，- 
如 此 等 等 这样 就 得 到 序列 {z,}CB, 使 得 
т, =Т.ОТ., UT, , T U Ceo). 
游 虑 到 算 子 了 , 与 也 是 可 交换 的 , 则 
En = T. T, Tiat Ti U” Ceo), 
将 算 子 UV 作用 于 z。 则 


In tna 


+ 
п-2 


а TU (ао)ЄК, 


由 (2) 可 知 
[2122820 QEN), (4) 
现在 我 们 来 对 jz; | 作 另 一 估计 ， 设 А=тах{|Т,|: 15 
п}, И 


lz ТЕТТЕ ТЯ (5) 
ј=1 


由 (3) 可 知 (5) 式 的 右 端 当 п->со 时 趋 于 零 ， 这 与 (4) 式 了 矛盾 . 
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这 就 证 明了 定理 ,特别 ， АЕ EARKI U Kk 
具有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 , 此 即 Neumann 的 最 初 的 结果 ， 

正 象 我 们 业已 看 到 的 那样 ， 关 于 某 类 算 子 其 有 眉 下 几 的 不 变 
子 室 闻 的 问题 是 一 个 很 不 简单 的 问题 ， 而 更 为 复杂 的 问题 却 是 这 
个 问题 的 逆 问 题 ， 求 作用 在 可 分 Banach 空 问 中 的 没有 韭 平 凡 不 
变 子 空间 的 连续 线性 算 子 . 

7.2. 正 象 我 们 在 本 章 中 已 经 讲 过 的 那样 , 紧 算 子 就 其 本 身 的 
性 质 来 说 是 最 接近 于 有 限 维 算 子 和 的， 这 一 事实 促使 A. Grothen- 
dieck[2] 给 出 下 述 定 义 ;: 

我 们 说 Banach 空间 站 具有 可 允 近 性 质 ,如果 从 任何 Banach 
зр 到 X 义 的 任何 紧 算 子 V 均 是 有 限 维 算 子 序列 的 极限 ( 按 空 
间 BCY.X) 的 范 数 收敛 于 О). ХЕ Г: 对 任何 紧 的 
KCX 和 任何 e>0, 在 在 有 限 维 算 了 了 7EB(X,X), 使 得 

|\Тх—х|<е (z€ K>. 


А. Grothendieck 提出 这 样 的 问题 : 是 否 任 何 Banach 空间 均 
具有 可 通 近 性 质 ?y 他 证 了 明了; 这 个 可 遥 近 性 问题 的 正面 回答 等 价 
于 满足 一 系列 很 县 体 的 假定 ， 例 如 就 可 以 是 这 样 的 : АИЖК (s, #) 
是 f0，1; 0, 1] 上 的 连续 函数 并 且 对 所 有 的 s, ЕГО, 1] HA 


корка, а) — 0, W 
ĉl 
| С, t) dt = 0. 


ТТЕ ВО З НИЯ (2 Banach) +f R t ZT F. 
我 们 说 Banach 空间 X НУЛЯ} ЕЕ, ИЖ 
个 元 素 =ЕХ 可 以 单 值 地 展 成 按 空间 X 中 的 范 数 收敛 的 级 数 


х= > Anta 
n=1 
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的 话 . (基底 这 个 概念 是 由 了 Schauder Fi 引进 的 ， 基 于 这 一 概念 
的 详细 讨论 见 Singer 的 论文 . ) 

易 见 ， 具 有 基底 的 空间 一 定 古 可 分 的 ， 可 分 Hilbert 空间 中 
的 完全 正 交 系 就 是 基底 ( 见 IV. 5.8). 空间 工 ?(0, 1) IP(1<p<co) 
和 CL0, 1j 都 是 有 基底 的 空间 .例如 序列 


(1, k =n, 
и} (зе Ér ) 


10, вл. 
显然 就 是 空间 了 中 的 基底 ， 
所 谓 基 底 问 题 就 是 : 是 否 任何 可 分 Banach 空间 都 具有 基底 ? 
ЛУЖНЕ В: 所 有 具有 基底 的 空间 都 具有 可 逼近 性 质 ， 


上 面 这 两 个 问题 长 时 期 未 能 得 到 解决 . 只 是 到 了 1972 年 瑞典 数学 家 
P. Enflo 构造 了 一 个 著名 的 例子 ， 这 个 例子 立刻 对 基底 问题 和 可 逼近 问题 
作出 了 否定 的 回答 .他 构造 了 一 个 可 分 自 反 的 Banach 空间 , 但 是 不 具有 可 
逼近 性 ， 因 而 也 就 没有 基底 ， 有 关 这 类 问题 的 详细 讨论 见 Пелчинский 和 
Фигеля 的 论文 [1]， 

А. Шанковский 4 1975 和 华 构 造 了 一 个 可 分 自 反 的 Banach 基本 空间 但 
不 具有 可 有 逼近 性 质 的 例子 . 
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第 十 四 章 ” 近 似 方法 的 一 般 理 论 


对 于 数学 分 析 一 一 微分 方程 、 积 分 方程 ,数学 物理 边 值 问题 、 
共 形 映射 以 及 其 他 问题 一 一 的 近似 解 问题 已 经 提出 了 并 且 在 实际 
上 应 用 着 大 量 的 基于 不 同 思想 而 设计 出 来 的 解法 例如， 对 于 边 
值 问题 , 应 用 变 分 法 和 与 之 类 似 的 方法 (Ritz 法 , Галеркин #&, # 
量 法 , 化 成 微分 方程 的 方法 ), 差分 法 , 内 插 法 ， 为 了 讨论 应 用 这 些 
方法 的 有 效 性 和 依据 , 就 必须 对 它们 进行 理论 研究 , 在 研究 时 通常 
提出 以 下 三 个 问题 : 

а) 建立 算法 的 可 实现 性 和 收敛 性 ; 

b) 研究 收敛 的 速度 ; 

c) 误差 的 有 效 估计 . 
这 三 个 问题 就 其 精确 程度 和 困难 程度 来 说 后 者 其 于 前 者 ， 

对 于 每 一 类 方程 和 每 一 种 算 靶 都 以 自己 独 有 的 方法 来 解决 上 
述 问 题 常常 是 极其 困难 的 , 在 很 多 情况 下 , 直到 目前 还 无 法 解决 . 

因此 ， 将 这 些 研究 统一 起 来 并 建立 近似 方法 的 统一 理论 乃 是 
一 个 很 重要 的 课题 ， 解 决 这 个 问题 的 最 自然 的 办 法 就 是 利用 泛 函 
分 析 的 思想 和 方法 . 

在 这 一 章 中 ， 我 们 将 要 考察 对 于 某 一 类 线性 方程 建立 近似 方 
法 的 理论 . 在 这 个 理论 中 我 们 将 要 考察 在 各 种 不 同 空间 (当然 是 
按 一 定 方式 联系 的 ) 中 的 精确 方程 和 近似 方程 ， 在 许多 具体 方法 
rB, 当 用 有 限 个 的 代数 方程 组 代替 积分 方程 时 就 是 一 例 ， 但 是 , IE 
象 我 们 将 要 指出 的 那样 ， 总 可 以 归结 成 为 逼近 空间 是 在 其 中 给 出 
精确 方程 的 那个 空间 的 子 空间 . 
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下 面 有 两 类 定理 一 类 是 根据 已 知 的 精确 方程 可 所 建立 近似 
方程 的 可 解 性 及 近似 解 到 精确 解 的 收敛 性 的 定理 ， 另 一 类 定理 则 
相反 : 根据 近似 解 的 结果 给 出 精确 方程 的 可 解 性 及 精确 解 与 近似 
解 之 间接 近 程 度 性 态 的 定理 . 

ХПН Л. В. Канторович 在 某 些 其 他 假定 下 得 到 的 ( 见 Kat- 
торович [9]) 。 与 上 面 指出 的 叙述 相 比 Г.П. Акилов Ж $ 1 中 某 些 定理 精 
确 化 了 .关于 利用 泛 函 分 析 工 具 建 立 共 他 近似 方法 理论 的 材料 还 见于 С.Г. 
Михлин, М. А. Красносельский, Н. И. Польский, Г. М. Вайникко, М. К. 
Гавурин 等 人 的 著作 ( 见 Вайникко; Гавурин; Красносельский 等 ; KpacHo- 


сельский-1; Михлин-Н). 


8 1， 关 于 第 二 类 方程 的 一 般 理论 

1. 1， 设 和 是 赋 范 空间 而 尺 是 和 的 完备 子 空间 (但 不 假定 空间 
X 本 身 是 完备 的 )， 假 定 存在 将 空间 和 投影 到 X 上 的 连续 线性 算 
+ P, 也 就 是 说 

P(X)= X, P=P. 

易 见 , 算 子 己 不 改变 和 中 的 元 素 . 

例如 , ВЕ Х = C[a, 的 而 入 是 所 有 次 数 不 高 于 (na 一 1) 的 多 项 式 
的 全 体 ， 算 子 己 把 每 个 连续 函数 xEX=Cra,5] 和 它 的 按 预 先 给 
定 的 结 点 组 to t …, 如 构成 的 插值 多 项 式 对 应 起 来 . 

其 次 , 我 们 再 考察 两 个 方程 , 第 一 个 是 空间 XX 中 的 方程 


Кх=х—АНз=у (1) 
第 二 个 是 空间 XX 中 的 方程 
Ri=7%—AHi= Py. (2) 


上 面 的 五 是 和 X 中 的 连续 线性 算 子 而 入 是 外 中 的 连续 线性 算 子 ， 方 
在 以 后 的 叙述 中 , 我 们 假定 空间 XX 和 义 , ЕЛЯ h F Zl 
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条 件 建 立 联系 : _ 
(ТН). 对 于 任意 的 5EX 
РНЕ 911121. 

这 个 关系 式 等 价 于 р 
[РК Ка < |21121 (ZEX). 
I1( 形 如 Hz prek Хр с ТАВА ОЖ). 对 任 
何 zEX, 可 找到 5EX 使 得 
ЕЕН 
III( 精 确 方程 的 自由 项 可 很 好 得 以 至 近 的 条 件 )。 存在 元 素 
JEX 使 得 
[уе [9[. 
和 前 面 的 两 个 条 件 不 同 , 这 里 的 n 一 般 地 依赖 于 y. 
1. 2、 对 于 满足 上 述 条 件 ( 或 其 中 部 分 条 件 ) 的 方程 , 我 们 要 证 
明 一 系列 建立 了 精确 方程 和 近似 方程 之 间 联 系 的 定理 . 
定理 1 (关于 近似 方程 的 可 解 性 ). AIMH 成 立 而 且 
筑 子 开县 有 双 回 的 连续 逆 算 子 ， 这 时 , 如 果 


q= |A| Ent ИР Ик” |<1, (3) 
ШЕ Кет. КУ, Н 
z-i IK] 
IK |< (4) 


Ш. НУЖЕН Хе. ЖЗ Г К, =1-АРН. 
对 于 任意 的 元 素 EX, 由 条 件 II 作 EX 使 得 
[815 —|< |21. 
这 时 
| (天 一 到 72 三]4 有 xz 一 PEz| 
= |111 [Нх—4- Р&—РН#| 
= [А10 —Р) (На) |< ИГР 121. 
e 30 е 


注意 元 素 z 的 任意 性 , 则 我 们 十 得 了 
IK—K,|< [ГЫ —P|m. 

жт К, 可 以 表示 成 

K ,=K(I—K'(K —K,)), (5) 
并 且 算 子玉 -1(K 一 K,) 满 足 如 下 估计 

[K (K-K I< IA -PIn |K-'|<q<1. 

按 Banach 定理 CE M V. 4.3) ЕЖЕ f- U-K (E-K), 
并 且 


КК -KDIS 


1 
ТРК И, 
MRKOG) TE: T-K Й, K= (1 КУК Ку) К, 
所 以 

ттр р: (6 
ДЕН X теит К.2=т-2АРрЫЗ B W, 对 于 任意 的 XEX 有 
К,.2-К,+ AT К, 还 具有 性 质 : 如 果 8EX 则 К; JEX, 事实 上 ， 
mE и = Куу, = РНЕ = ў, 1 =9+РНУЕХ. МИ, ТЕ, 
具有 连续 道 , 并 且 在 X 上 与 Ki! 重合 , 且 


ЕР, т 
ПИН КФК. REKI I 对 于 任意 的 2X, 有 
[Rs— Kal=12l1PHz— НЗ Ат (8) 
所 以 
012%. (9) 
因此 ,根据 (6),《7) 和 (9) 
ИК |< АКА 
тта PI К 
=1 1—4 <1. (10) 


1— |A M- Pimi} 
. 8j ° 


КУЖ КЕК, КСК, —K)), 再 应 用 Banach 定理 , 我 们 
就 证 得 了 首 算 子玉 ”的 存在 性 , 且 有 估计 式 


I< [Е т! | — 
1—1 А, | 


<U C P|m Ко DIKI 
1—9 


Ч 
1-9 
至 此 对 完备 空间 XX 定理 已 得 证 . 

当空 间 X 不 完备 时 ， 容 易 把 它 归结 为 已 考察 过 的 情形 ， 事 实 
上 , 如 果 引 进 空间 XX 的 完备 化 空间 , MATKA K 的 闲 包 (参见 
定理 V. 8.2) 是 互 逆 的 ， 而 算 子 如 的 闲 包 与 H 的 闭 包 之 间 亦 满足 
条 件 工 和 1II. 这 时 ， 条 件 中 的 常数 7 是 原来 的 而 四 则 是 和 原来 的 
那个 常数 充分 接近 的 一 个 新 的 常数 . 

1. 3， 近 似 方程 (2) 的 解 自然 看 成 是 精确 方程 (1) 的 近似 解 .此 
近似 解 的 误差 估计 由 下 述 定理 给 出 . 

定理 2 (关于 近似 解 的 误差 估计 ). Дт ПЯШ 
立 , 存在 连续 算 子 KORI, MRE 1 的 条 件 成 立 ) 及 方程 (1] 
有 解 2*， 则 估计 式 


A 


< ар 


ЗЫ (12) 
成 立 , 这 里 的 z* 是 方程 (2) 的 解 , 而 
реа Оп о АРК). (13) 


证 ， 首 先 证 明 . РИО ФАГ Хо y 3 W e z* 到 
(9 十 4) 阶 的 程度 ， 详 而 言 之 , 即 证 明 存 在 元 素 ze X 848 
[2*—2|<е[а* 1, (14) 
其 中 
e=min[1,m, 141+ [К | J. (15) 
EXE НАЕ ПЯШ, 可 取 €X 和 5EX 使 得 
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На, :EASA 
145 #=4z-F#, WJ 
[2* = АН у 24-9) 1 HA mK ОТ, 
另 一 方面 ,车 命 = 0, WMA es 时 (14) 式 成 立 ， 由 此 推 知 ， 可 取 
DREH e. 
ЗЕНА (12) ПОЕ. 
= PKZ, 则 
| о о + 12—21 [I —#*]. (16) 
我 们 分 别 来 估计 每 一 项 ， 第 一 项 的 估计 已 经 有 了 , 这 就 是 (14) 式 ， 
第 二 项 可 这 样 来 估计 : hk tE I ж 
[2—2 =] Kz- PKZ] 
<| K] |Kž—PKž| 
«111101. (17) 
但 由 (1 外 式 
ры фе). 
将 这 个 式 子 代入 (17), 最 后 得 到 
[2—2 |< +E e*l (18) 
注意 到 z* 是 方程 (2) 的 解 , 因而 
ї* =К`'РКх*. 
我 们 来 估计 (16) 式 中 最 后 一 项 ， 由 (14) 可 知 
[25—2*| =|К-РК#—К-'РК=*| 
КРК #—=*|<г|К-'РК||=*|. 
此 式 与 (14), (18) 一 起 就 给 出 如 下 的 估计 式 
[а 2 Пя ч+г) Че а РК) 212*1. 
(19) 
只 须 取 11 252, ет A] +n,|K |, 即 知 (12) 成 立 ， 
定理 证 毕 . 
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注 1， 可 以 证 明 , НХ PRIER 253B OG e” 的 可 能 性 不 必 
根据 ят Ш 而 可 以 直接 建立 起 来 . 这 时 仍 是 先 用 到 不 等 式 (19)， 
自然 , 此 时 不 必 假 定 条 件 I 和 III 满足 . 

指出 这 一 点 是 有 用 的 , 因为 这 里 讲 的 是 剖 近 具体 元 素 z* 而 且 
г 可 以 依赖 于 它 , 而 在 条 件 I 中 不 依赖 于 元 素 z, 

注 2， 由 定理 2 也 容易 得 到 近似 解 接近 精确 解 的 估计 而 不 一 
定 要 用 精确 解 来 进行 估计 ， 也 就 是 说 ， 如 果 在 定理 2 的 条 件 中 有 
p<1, 则 成 立 如 下 的 估计 式 


DEES 


Р | 5*|. (20) 
p 
事实 上 ， 
1а* [< 12% 12—21. 
将 它 代 和 不等式 (12) 得 到 
| 2% | р р 5*—2* |, 
从 这 个 不 等 式 中 解 出 |z* —5* REOR. 
1.4. 现在 设 有 一 个 近似 方程 序列 及 由 它 所 得 到 的 近似 解 . 在 
这 种 情形 , 空间 XX、 算 子 ПСК), P VAR Е n, m, т q, p, в, e KER 
上 都 依赖 于 附 标 %, 但 为 了 简单 起 见 , 我 们 将 不 记 其 附 标 ， 
Уа Ее ЕЛЕНИ аа ЕЧ 
定理 3. 如 果 下 列 条 件 成 立 : 
р кан, 
2) 对 每 个 n==1,2,…, RPE L I, I 成立, 并且 
limņ=0, limm [P| =0 ， іт 1Р| =0, (21) 
则 对 于 充分 大 的 n 近似 方程 程 可 解 章 且 近似 解 序列 收敛 于 精确 解 : 
limlz* — 5. | —0. 
[а 3; | ЗО n r Q m IP | Qan |P |, (22) 
= 84 o 


mv 


ШЕ. AAPS, 故 由 (21) 推 知 imm 二 0， 因此 当 % 充 分 大 
上 时 在 定理 1 中 将 会 有 9 二 1/2， 这样 一 来 , РИ n fr trg k T 


= 


К`' Н. 
ТК К- 
IR- |<] Lc. 


Ня ЖК | Е Н.Б n 无关， 据 此 ， 根 据 定理 2 中 的 估计 
式 (12) 即 得 到 要 证 的 (22). 
注 ， 如 果 在 证 明 中 用 估计 式 (19) 来 代替 (12), 则 得 


[x* — и |< @'п--9"=|Р] (23) 
Hid RIEDE k 
limn=0, Ите|Р]=0. (24) 


这 时 条 件 II 是 多 余 的 (至 于 条 件 IT 它 是 必要 的 , 因为 在 定理 1 中 
要 用 到 它 ， 并 且 , 条 件 1Р0 可 用 要 求 当 % 充 分 大 时 941 
ЖК. 

1. 5 定理 1 给 出 根据 精确 方程 的 可 解 性 判断 近似 方程 可 解 
性 的 可 能 性 ， 下 面 的 定理 给 出 了 相反 的 论断 

定理 4， DRAT KARHE REIH 工 的 连续 逆 算 子 , 站 
B. 


т Аа ТАРДА am А+ [АРАК |)<1, (25) 


ри A ~ 


goj HEPI + ГАА i+ KPK] 


1—7 
证 ， 设 z* ХНЕУ. CERESE 
Kr— Kr* 
的 解 . 
根据 条 件 H, 可 找到 元 素 ze X 使 得 


е $5 。 


IHz*—2|=<mlz*]. 

因为 а* = AHz* 4- Кх*, 所 以 
О (А t КА уат. 

这 个 不 等 式 使 得 我 们 可 以 利用 具有 如 下 ce 值 的 定理 2( 定 理 2 的 

tE 1 的 形式 ): 

|Kz*| 

Fan 

因为 对 于 我 们 所 考察 的 精确 方程 的 近似 方程 是 

Ki= P Kx*. 
它 的 解 是 2*— К ''PKz*, МОТ e На) 


ее PK ETHAN т ESIR 


(1А + TR "РКО 
А + Alm) E I+ ГА, C К PK 007121 
+[lAIn|R-i|+1+ |K-'PK|3|Kz*]. 


e= [Alm + 


(27) 


由 此 
|z*|<|z*—K-iPKz*|+ РЦК 
«та АР АРЕ ТАРАЧ 
+|K-'PE|JIK:z*| 
或 
+ 2: 1-7 12% = 01+]. 


1+1 'Р| + Aln K+ KPK] 
RA т<1, k 97220, ВН У. 4.4 RARAS RENDIE ГЕН, 
推论 ”如 果 算 子玉 满足 条 件 : 
СА) 从 方程 (1) 的 解 的 唯一 性 可 推出 对 任意 的 右 端 项 的 可 解 
性 
. 56 » 


1.6. ДАЖЕ: HI 仅 对 充分 大 的 常数 п.л, 也 就 是 说 如 果 方 程 (1) 
的 右 端 不 能 由 X 中 的 元 素 很 好 地 逼近 ， 则 也 不 能 很 好 地 各 近 解 z* 而 近似 解 
T* 将 明显 变 坏 ,这 时 将 自由 项 加 坟 “ 正 则 化 ”是 适当 的 ， 对 方程 (1) 作 自 变 
量 的 代 换 z=89 十 z。 关 于 z 的 新 方程 为 
Kz=y' (у’=АНУ. (28) 
HREN, 这 个 方程 的 右 端 y¥ 已 经 是 "正则 ”的 了 ， 
关于 方程 (28) 的 近似 方程 是 


КЕ=АРНУ. (29) 
А 表示 此 方程 的 解 , 自然 将 元 素 
2 =g--2* (30) 


作为 方程 (1) 的 近似 解 ， 因 为 
Па 27 [== [2+ —2*]|, 
其 中 2* 表示 方程 (28) 的 解 , 则 近似 解 (30) 的 误差 估计 式 可 由 定理 2 得 到 .不 
过 这 时 作为 pe 应 取 为 |417i 2)， 但 直接 考察 所 给 的 情形 , 我 们 还 可 得 到 更 精 
确 的 估计 
定理 5， 如果 条 体 1 和 II kartu Ë pauar R 和 方程 


NN 


llz*—z’ [<p a*l] eD 
共 中 
р' = | GHE РК А 1 ЧАА 1027 (32) 
证 ， 因 为 
z*=AÀHz*--AHy= AHz*, (33) 
据 条 件 I, 可 求 得 元 素 2EX 使 得 
[2*— 2511117} 2*||. (34) 
记 


ж) 或 者 更 小 的 量 |41n*, 只 要 对 某 个 RER 
ау — < nlyl 
成 立即 可 。 
因此 , 如 果 条 件 (21) 中 的 第 二 个 成 立 , 则 第 三 个 条 件 总 能 得 到 满足 ， 


六 为 _ 
КЕ*--РКт*, 
nij 


由 此 得 到 
la*— z, ЕРА Цан PK (35) 
其 次 , ЕІ, (33) #1 (34) 
ll2*—Zz «ЦЕ ЕЕ РА А 01211 
АЕК +1 012 2010 
кН. 


1А н (34) #1 (35) 得 
аа’ ан 211-1120 一 条 
ИА ТАТК Ня | АИК РКО 
= р 12" ||, 


这 正 是 所 要 证 明 的 . 

在 这 种 情况 下 , 用 类 似 的 办 法 可 使 得 定理 4 的 结果 精确 化 . 

1.7. 我们 现在 来 考察 算 子 互 的 峙 征 值 收敛 于 算 子 互 的 特征 值 的 问题 . 
我 们 只 限于 对 有 和 五 均 为 紧 算 子 的 情形 进行 讨论 ， 因 而 其 特征 集 是 离散 
的 ， 

首先 ， 在 定理 3 的 假定 之 下 可 以 证 明 算 子 互 的 畦 征 值 只 能 收 ТТ 
НИЕ, ERE, TEA EE БОН ЧС R 9242008 Ca, 
ЗЕЕ Л, An А ERT HIETE C, 中 的 特征 值 ， 用 也 表示 从 Co 中 除去 
ль An ee, An BU Ó ВАН. ЕЕ КУСКА 一 
I— АНУ fite НИК ла. В, 由 定理 З 可 知 对 充分 大 
W n Кач (К, =1-ЛН) BEREKET и. 因而 在 上 述 条 件 下 算 子 方 
的 特征 值 只 可 能 在 除 掉 的 6 邻 域 中 或 在 C, 外 找到 ， 由 此 显然 可 见 若 当 n> 
ce 时 这 些 特 征 值 有 有 限 的 极限 , 则 这 个 极限 必 是 算 子 吾 的 一 个 特征 值 , 

同时 还 可 证 骨 , 算 子 十 的 每 一 个 特征 值 都 是 算 子 互 的 笠 征 值 的 极限 . Е 
ЗЕ, 如 果 某 个 Л, 不 是 这 种 极限 ， 则 在 点 Ae 的 以 圆周 C, 为 边界 的 某 个 邻 
ВМ в ЖЕНА И: H аи. gK ERA С, LAR, i 
(11), ZEER ВЕН Я 这 时 , АЕА АРУ РА ЖЕ, 
ТНА ТРА S AB K Ei pu Ti YOO ОКС ОХ НИ Е X ИЕ 
‚5 + 


ЗЕ А X ИЕ ЛЖ КУЧЕ C, НОА E Г T. AM 
定理 4, RINS KI 在 所 有 邻 十 中 都 存在 , 从 而 导致 矛盾 ， 

在 近似 方法 的 一 般 理 论 中 ，Tponukar[1] 和 Вайникко 兽 考 察 过 特征 位 
和 特征 元 的 收 敏 问题 ， 这 一 问题 还 可 参见 Михлин-П, 

1.8， 我 们 指出 一 种 重要 的 情形 , 即 可 将 以 前 所 证 明 的 定理 训 
以 简化 的 情形 . 

近似 方程 (2) 通 常 是 用 特殊 的 方法 建立 的 ， 即 作为 算 子 吾 是 
取 作 РН 的 ( 算 子 有 万 在 这 里 应 认为 是 从 空间 XX 到 XX 的 算 子 ); 因此 ， 
近似 方程 就 是 

#--АРН#=Ру (Ё РК). (36) 

TART H 这 样 的 选择 之 下 ,条件 1 显然 在 7=0 时 成 立 , 

这 可 使 定理 的 形式 化 简 ， 例 如 在 定理 1 中 应 取 


gm 一 PN- (37) 
在 定理 2 中 应 取 
р (тА тА) [КРА Ц). (38) 
定理 3 中 的 条 件 (21) 应 代 之 以 
limn |P] = lim} |P] = 0. (39) 
在 定理 4 中 
r= läm HIKO PKI), Ika < IKCPLL IK PKI 
(40) 


我 们 现在 来 给 出 一 些 条 件 ， 这 些 条 件 可 以 保证 关系 式 (39) 成 
立 从 而 可 使 还 似 解 序列 收敛 于 精确 解 ， 设 P, B: JA X НР X, 
上 的 投影 算 子 序列 , 每 个 P, 对 应 于 它 自 己 的 近似 方程 (36). 

定理 6， 如果 下 列 条 件 被 满足 : 

1) X 是 完备 空间 ; 


МАКА т КАК Аа 


2) ЖХ ЕР,>Г, В limP,z=z (хСХ); 


е 89 o 


3) накит, 

则 在 条 体 开 和 TU ВУ B: n, P me SP D ia ketuk. 
7! —0, J >0 (n>00). 

证 ， 设 B8 是 空间 关中 的 单位 球 ， 集 合 HER, Ain h 
Гель ад 定理 (IX.1. 4) 知 在 这 个 集合 上 算 子 序列 P; 一 致 地 收 
AFTRAT. A 

т"? = sup |P,z—z] (n=1, 2, =), 


w 
ni™->0. 
荔 一 方面 , 对 任何 EX, 均 有 
|P, Hz — HX|<n rl. 
由 于 P,HzCX,, 改 由 这 个 不 等 式 推 知 nM ЕП. 
Е пе Я СХ, 


op [Pay -yl 
7: iyi 


з 


ш РЕ. 

推论 1。 ЕА, MR A БЕ ПНЕ, ЗЕ 
t 3 的 条 人 成 立 , ПЕ REAN E BAF ASAR. 

事实 上 , 由 定理 的 条 件 2) 可 知 зир!Р, |<оо( А, УП. 1. 2), ñk 
(39) 式 成 立 . 

推论 2， 算 子 五 的 特征 值 是 算 子 及 ,的 特征 值 序列 的 极限 . 


—— A. u A 


RMA EREE ХЕС 维 ) 空 间 的 情 形 . 
时 , 每 一 个 ?EX 可 唯一 地 表示 成 
Š= Су, + Cs, + ++ 4-С (41) 
其 中 元 素 о, оът, o, 构成 四 的 基 . 
设 fo fa e, f. 是 居中 线性 泛 函 的 完全 组 , 即 由 等 式 
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356) =0 (1-12, =, п) 
可 推出 +=0 К РАН. 
近似 方程 (36) 等 价 十 
f (PK2)=Íf;(Pg) (7-1,2, 5", n). 
求 方程 (36) 的 形 如 (41) 的 解 , 就 得 到 关于 系数 c, 的 线性 代数 方程 
组 
але, АУТанеь-ь, (1=1,2, ++, n), {42) 
k=1 © =1 


` 
т 
= 


m; = filo), а= }0РНо,), b;=f; (Pg) 
(j,k=1,2,.., n). 
ИЖЕ ВАН fis f, fn 与 基 o), оо, ov MEZE, W| (42) А] 
简化 为 


cj 一 4> ajc =6; (J=1,2, п). (43) 
k =1 


特别 , ЗИ X ле Hilbert 空间 , P 是 正 交 投影 算 子 , Ko, о, 
et, On 是 正 交 组 , 则 得 到 
&ь=},(РНо,) = (PHo,, o; ) — (Ho, Роу) = (Ho,, оз) 
(j, k=1,2, =, n). 
5; = fiPy) -= (Ру, ој) = (g, Po;)= (g, оу) 
(J=1,2, n), 
于 是 , 方程 (42) 可 写成 


с; АУ с, (Ноь, @;) := (у, wj) (3=1, 2, n). (44) 
| 


HEA (42) H ИН ЛУ Галеркин і», 


ж) 对 于 非 线性 方程 的 Галеркин 法 , 在 Красносельский #1 Вайнякко 的 书 中 
作 过 讨论 ， 
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我 们 青 指出 一 般 理 论 的 另 一 种 特殊 情形 ， 这 时 还 可 以 作 很 大 
的 简化 ， 

如 果 空间 站 与 六 重 合 ， 则 条 件 ПИ WRR Н.т m 
=0， 这 时 条 件 工 变 为 算 子 五 和 于 接近 这 一 条 件 ( 此 时 ,这 两 个 算 
子 作 用 于 同一 个 空间 ), 即 条 件 

IT —R]<n. 

但 应 当 指出 ， 这 种 情形 从 一 般 理 论 的 观点 来 看 并 不 是 有 很 人 
兴趣 的 , 因为 这 时 所 有 理论 均 可 用 初等 工具 加 以 证 明 ( 见 V. 4.6). 

1. 9， 经 常 有 这 样 的 情形 , 即 某 种 方法 的 近似 方程 不 是 在 空间 
和 的 子 空间 中 讨论 而 是 在 另 一 个 通常 与 基本 空间 和 的 某 个 子 空间 
同 构 的 空间 等 上 来 讨论 . 

我 们 认为 完备 子 空间 XCX 由 将 多 单 值 地 映射 到 完备 空间 六 
上 的 连续 线性 算 子 фо 来 确定 ， 这 就 保证 了 逆 算 子 pr 的 连续 性 . 
假设 存在 连续 线性 算 子 olp 是 pi 在 整个 和 上 的 扩张 ), 因 此 ，w 
是 从 处 到 入 上 的 连续 线性 算 子 , 它 在 入 上 与 po 重合 . 

车 将 看 成 是 如 在 1. 1 中 所 引进 的 从 XX 到 多 的 投影 算 子 ， 则 
IEX p ОХ 


Ф == ФР. (45) 
这 个 等 式 两 端 乘 以 фо, 后 得 到 
P= goo. (46) 


由 于 空间 X IX R 2 НЕЕ У, 故 可 把 近似 方程 (2) 
变换 成 在 空间 六 中 的 等 价 方程 . 为 此 , 可 在 (2) 中 作 代 换 2 po! z, 
然后 再 在 方程 的 两 端 作 用 算 子 wo， 用 这 种 办 法 变换 得 到 的 方程 
是 

#—ФН фо z= poPy. 
J H RRAX 到 自身 的 算 子 : 
H= pipt, (47) 


再 注意 到 (45), 则 我 们 可 将 近似 方程 改写 为 
Kx=x-— AHz= pg (K=p Ko). (48) 
由 于 在 应 用 中 常会 遇 到 近似 方程 是 用 (48) 式 给 出 的 情形 ， 所 
以 我 们 总 是 用 算 子 F, p 和 的 语言 来 给 出 一 般 理 论 中 基本 定理 
的 叙述 ， 为 此 , 应 该 用 (46) 式 来 代替 式 中 的 P， 对 于 算 子 H (K), 
从 (47) 可 得 
Н -=p Hpo (K=p; Kopo). (49) 
我 们 来 建立 条 件 I， 使 用 新 的 表示 法 , 它 可 写成 
lpo Нфоё—фоФН#| 51|] (€X). 
这 个 不 等 式 在 下 述 条 件 下 成 立 ; 
Та. 对 于 任何 EX, 成 立 不 等 式 
[Hoz—pHel<<alzl. 
这 时 作为 条 件 I rB ñ) n 应 取 
7 二 可 25 . (50) 
条 件 工 和 III 不 涉及 到 算 子 入 和 己 , 因 此 在 新 的 情形 下 它们 
不 改变 . 
现在 给 出 定理 工 的 新 的 形式 . 
定理 la. К Ia 和 1 满足 ,并 且 算 子 天 具 有 连续 逆 算 子 . 
а= А |+ У -ФиФ ИК”! <1 (51) 
MAT K 也 具有 连续 逆 算 子 К, ЗЕН 
<, (52) 
М=| КФ lps № (53) 
事实 上 ， 玉 一 po 天 215， 由 定理 1 АЕТ К ЕЕ un % T 
及 且 对 此 北 算 子 合计 式 (4) 成 并 . 
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Ж z" 表示 方程 (48) 的 解 , 则 方程 (1 的 近似 解 2* 将 为 2 
=en T>, 近似 解 的 误差 估计 可 经 过 一 些 必 要 的 改 形 后 下 定理 2 


定理 2а ДИ. ARTE Ia, ПШ 满足 , 存在 连续 算 子 K, Ji 
程 (1) 上 其 有 解 2*， 则 成 立 如 下 合计 式 


12% фра 2* |р, (54) 
其 中 
ъ= (1-е) [А[%1ф K i ted+ [фо КФК |), (55) 
而 
ет. 11| mIKE] 
作为 了 也 可 取 


р 212191 Фо А ‘|+ 2(1- le K -'фК|). (56) 
能 用 (56) 式 作为 5 的 值 这 一 点 可 从 (13) 式 立即 推 知 ET 
《55) 式 , 则 需要 稍 作 补 充 论 让 ， 保 持 定 理 2 证 明 中 所 用 的 记号 , Н 
条 件 Ia 有 


12—11 [фо К Кофї фу К popi ФК] 


Фик Кф фк АФК. 
НИНЕ ЕЕЗ (17), 即 得 到 (55). 
注意 , 在 定理 2 的 注 中 所 讲 到 的 那个 结果 , 只 要 将 叙述 的 形式 


作 相应 的 改变 则 仍然 成 立 . 
最 后 , 我 们 叙述 一 个 关于 近似 解 序 全 的 收敛 性 定理 
定理 3a， 如 果 下 述 条 件 满足 : 
D ятка 55 


ЛАДАН а. 


2) 对 每 个 n = … 条 件 Ia, II, HI RL, H. 
lim | Pà I iania р] = limn] po p| = 0. (57) 
52, Мм К 上 近似 方程 (48) 可 解 且 近似 解 序列 收敛 于 精确 
解 ， 这 时 
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jet- 5 Фф 1 1фъ'ф1-- 97:19, (58) 
Е ERA 

事实 上 , 由 (50) 和 (46) 可 知 定理 3 的 全 部 条 件 均 满足 , 由 此 即 
得 上 述 的 结果 ， 

对 于 定理 4 的 完全 叙述 就 不 再 进行 了 ， 我 们 指出 ， 条 件 425) 
和 (26) 在 新 的 表示 下 分 别 是 

п | АГ Ар Фо К-т фо КФК] ]<1 (59) 
和 


(60) 
为 了 证 朋 这 一 点 ， 应 该 进行 如 同 对 定理 4 所 作 的 论证 ， 利 用 定理 
2а 的 以 (55) 式 为 5 值 的 估计 式 (54). 
直接 代入 (25) 和 (26) 得 到 7 的 值 为 
в [4 [Фо Фо K p] 
т [Фо K igo K|)1, (61) 
代替 《60) 式 而 得 到 如 下 的 估计 
JKS 


ФФ] Фо Ior КФ lpo K oK] (62) 


— 


其 中 的 地 由 (61) 式 给 出 . 


8$ 2， 可 化 为 第 二 类 方程 的 方程 
2.1. 我 们 来 考察 这 样 的 方程 , 它 的 左 端 虽 然 不 能 分 出 恒 等 算 
子 ， 其 至 它 的 左 端 的 连续 线性 算 子 不 是 从 给 定 空间 到 自身 而 是 到 
另 一 个 赋 范 空间 , 但 由 于 这 类 算 子 的 主要 部 分 具有 简单 的 形式 , 这 
类 方程 可 以 归结 为 我 们 在 $ 1 中 所 讨论 过 的 第 二 类 方程 . 
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于 是 ， 我 们 假定 有 两 个 赋 范 空间 X 和 立 而 且 这 两 个 空间 都 分 
离 出 一 个 完备 的 子 空间 CX 和 YYCY. 又 设 瑟 是 从 Y 到 Y 上 的 
连续 线性 算 子 . 
考 赛 两 个 方程 , 即 精确 方程 
K z Gz—A4Tz= g, (1) 
和 与 之 对 应 的 近似 方程 
К#=4#—1Т=Фу. (2) 
这 里 的 G 和 和 (从 而 算 子 天) 是 由 到 立 的 连续 线性 算 子 ， 算 
子 名 (从 而 算 子 下 ,) 是 由 站 到 YY 的 连续 线性 算 子 ， 此 外 ， 对 上 述 算 
子 我 们 还 作 如 下 假定 : 
1) G 具有 连续 逆 算 子 ; 
2) 算 子 G 建 立 了 外 与 之 闻 的 一 一 对 应 , 即 G(X) = Y, 因而 
G-1(Y)= X. 
我 们 再 引进 类 似 于 $ 1 中 条 件 1—s 的 条 件 . 
Ib. JHE fif ZEX, 不 等 式 
1Фт2--72|<и12| 
成 立 . 
ПЬ. 对 于 任何 一 个 z€X 可 求 得 8EY 使 得 
[75—95 lzi. 
IMb. ДЕЛ p eY 使 得 
ly — 9.1101. 
现在 来 证 明 , 在 上 述 假定 之 下 , 对 方程 (1) 和 (2) 的 研究 可 归结 
为 研究 第 二 类 方程. 
事实 上 , 对 方程 (1) 和 (2) 的 两 端 作用 以 算 子 G 可 得 
Kx=G !Kiz=z—AG- Tr =G y, (3) 
Kz#=G- K #=z—2G Фу. (4) 
方程 (3) 和 (4) 具 有 $ 1 中 方程 (1) 和 (2) 的 形式 ， 这 时 算 子 
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Н,Н,РСК, ЮУ r СОТ, ВФ, G pG(G Ki, 
СК, у 的 作用 由 G7'y, 来 担当 . 

现 验 证 条 件 IT 和 II 均 满足 . 

I. hF lb. mj 

|PHZ— Ñz] = |0 PGG TI -6 Та. 

П. HT П, 对 xEX, REIRE JEY. № 2=G-'g, WJ 

|Нар—#| = je Trej Se 10.11. 
Ш. ig 9 ШЬ 所 求 得 的 元 素 , 命 p= G 1), Wl 
пи = 16-10, 6 g SG uly SC 101618191. 

Е, ЗІ ФИАТ, И, ШУЯЯ FB 6 т, ПН: № 

过 u, м, 和 u, 表示 如 下 : 


п= 161, n = ш, т=н 16 1161. (5) 
ж. КЖ IIb 和 ПІБ, 可 以 要 求 有 满足 不 等 式 
16:72 —+1=< ш |51, 16, 91а 16700,1 (6) 


的 元 素 5EX 和 8EY fete, xih II A I #n= u Я те u, М 
成 立 . 

由 于 对 方程 (3) 和 (4) 来 说 条 件 L П 均 满足 ， 所 以 可 由 
上 上 节 的 定理 得 到 与 之 对 应 的 关于 方程 (3) 和 (4) 或 与 之 等 价 的 方程 
(GD 和 (2) 的 定理 ， 我 们 将 要 对 相应 的 定理 作 全 面 的 叙述 ， 但 在 此 
之 前 还 要 有 一 个 进一步 简化 的 命题. 

亦 即 , 根据 对 应 的 映射 G, 我 们 确定 空间 和 和 YY 中 的 范 数 为 

jzlx= lezlw lyly=lG-'ylx CEX,yEY). (7) 
这 时 ,G 显然 是 等 距 映 射 : |G| —|G-'|= 1. Hii 

РФ, КИ, 
IH|= IT] ПИ. 
2. 2， 现 在 对 方程 1) 和 (2) 叙 述 S 1 中 的 基本 定理 . 
定理 lb， 如 果 条 件 b 和 IIb 满足, 存在 连续 算 子 Ki B. 
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(8) 


9= АИФ] ре КТ (9) 
URT К, 也 存在 连续 逆 算 子 ， 并 且 


L l L aa 


100. (10) 


定理 2b， 如 果 条 件 16, IIb, IIIb 满 足 , ERAT Ry Cb 
别 , 如 果 定 理 16 的 条 件 成 立 ), 并 且 方程 (1) 的 解 z* 存 在 ， 则 有 如 
下 估计 
эра, ар 
Jo 2" 是 方程 (2) 的 解 , 而 
р= 21А (ии акра ФК, р), 
(12) 
注 ， 如 果 存 在 这 样 的 ZEX 使 得 
аа ера, (13) 
则 估计 式 (11) 在 不 要 求 条 件 lb 和 HIb 满足 的 情况 下 仍然 成 立 ， 
此 时 卫 可 取 如 下 值 : 
ре ее (ЕЕК ФК. (14) 


定理 3b. 如 果 对 每 个 一 1, 2， … 条 件 Ib, Hb ЛИШЬ д, 
BT K НЕ, 并 且 成 立 如 下 关系 

lim p = ИФ |=limus|@ | = (15) 
ВОНИ тео" 在 这 种 
TEF 

ei QD +9: и.|Ф]. (16) 


定理 4b. зленевят Кг, 条 件 Ib 和 Hb 满足 有 
= [ИСКЕ (А А: ФК) 1, 
(17) 
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则 K, 存在 连续 左 逆 , Н. 


ке КФК 
i > 1-7 


(18) 
2.3， 最 后 , 我 们 指出 一 种 特殊 情形 ， 这 时 定理 的 叙述 可 以 得 
到 简化 ， 也 就 是 说 , 此 时 近似 方程 (2) 是 通过 将 精确 方程 进行 投影 
这 种 特殊 方法 构成 的 ， 亦 即 在 方程 (1) 的 两 端 作用 算 子 多 而 得 到 
近似 方程 
Кй=ФК.&=0&—1ФТ&=Фу, (19) 
xh} ?=Фт, | 
易 见 , 此 时 在 м = 0 时 条 件 Ib 成 六 ， 事 实 上 ， 
+ DTA = ФТ ФТ?) =0. 
因此 , 在 叙述 定理 时 可 取 /=0. 
我 们 再 补充 一 个 从 定理 1. 6 得 出 的 并 与 所 考察 的 方程 类 型 有 
关 的 定理 . 
映射 序列 Da ЗЕН. 
1) 空间 Y 是 完备 的 ; 
2) ЖҮ Ef lim®, = I; 
3) RT Q 7 是 紧 算 子 ， 
还 有 ,如果 存在 Ki'， 则 对 于 充分 大 的 %， 近 似 方程 可 解 并且 近 似 
解 应 列 收敛 于 精确 解 . 


8 3， 对 无 限 方程 组 的 应 用 ” 
1。 设 给 定 无 限 方程 组 


ж) ”关于 无 限 方 程 组 ， 参 见 Riesz [4], Hellinger 和 Toeplitz[1]， 也 可 参见 


Канторович 和 Крылов. 
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&; Алан =, (j=1,2,.,) (1) 
并 假定 
Увы, ИБ; <. (2) 
; j=1 


Е =! 


我 们 来 研究 这 个 方程 组 的 满足 条 件 


УЕ, lo (3) 
的 解 . 
普遍 采用 的 方法 之 一 就 是 所 谓 的 简化 法 ， 这 种 解法 是 用 个 
HEE п 个 方程 的 方程 组 


ЕЯ аль еб; (j=1,2,.,7) (4) 
k=l 


来 代替 无 限 方 程 组 (1), 而 将 (4) 的 解 作为 (1) 的 近似 解 ， 
我 们 感 兴趣 的 是 近似 解 的 误差 估计 以 及 当 п> co 时 近似 解 向 
精确 解 的 收敛 问题 . 
为 了 应 用 一 般 理论 , 取 义 =， 此 时 ， 方程 组 (1) 可 写成 四 中 
一 个 方程 的 形式 
Kzr=2—AHz=y (х= {én}, y= 46,)). (5) 
这 里 的 五 应 理解 成 由 方程 组 


° 
2= Hz, ¿= D lap, 
k=1 


(7=1, 2, за), 2= 82) 
所 确定 的 作用 于 中 的 连续 线性 算 子 (因而 也 是 紧 算 子 , 参见 
XI. 2.2). 
作为 闵 ， 我 们 取 有 限 维 欧 氏 空间 1,2. В, ARER P 中 
从 第 (n 十 1) 个 坐标 起 全 为 零 的 元 素 全 体 作为 XX， 算 子 pe 和 фот! 
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的 意义 不 用 说 明 也 是 清楚 的 ，w 是 将 元 素 + 一 {8m}El ЖЕ 
B=pr= (£, 8,55, Ea) El? 
对 应 起 来 的 算 子 ， 显 然 
Ф| = lgd = [Ф5 11. 
方程 组 (4) ВЕРЕ X 中 一 个 方程 的 形式 
Kr=x— AHx= фу, (6) 
其 中 算 子 万 由 “截断 ”矩阵 


Gr Qj =t Air 


来 确定 . 
我 们 现在 来 验证 条 件 Та, ПШ нуі зе. HEN 2 (5, 
En e, En 0, =) EÑ, 有 К 
#=ФН#— Hoz (Z= (51,4, ***, En)), 


j= У‘алёь — S la; =0 (j= 1, 2, ---, n). 
k=1 k=1 


因此 条 件 Та, 在 =0 时 成 立 . 
为 了 验证 条 件 H, 取 任 章 的 z= {6m}EL? H= НЕ], (6, 
Š>, ..", ба, 0, 0), 这 时 


[На #| = - 5 И, 


Lj=n+1g=1 


$ 
42 > Zella | = = 


ж) ”符号 [zl1, 表示 “截断 ”元素 ， 也 就 是 由 2612 得 到 的 从 第 Cn 十 1) ЛВ 
ЖФ. ЖЕ фо фа = Pr. 
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=n leh, 

其 中 

— x, 

i 一 > Уы) . 
Lj-ntlk=1 

显然 , 由 (2) 可 知 当 n->eo | m ->0. 
HJD 令 j= Га 1, И 


J=nil q n 
| 


A, 在 条 件 TI 中 可 取 


У 


这 里 当 n> FJ И,->0. 
因此 ， 这 了 时 可 以 应 用 在 1.9 中 所 述 的 定理 ， 特 别 , 定理 За 使 


我 们 可 以 断言 ， 如 果 4 不 是 (1) 的 特征 值 ( 也 就 是 说 若 4 不 是 算 十 
H 的 特征 值 )， 则 当 % 充分 大 时 方程 组 (4) 可 解 , 而且 近似 解 席 列 
BATERE KIE TIR ERRE: 


lz*— фо, * | 


Жн at= (Е, 5, ER, o) 表示 (1) 的 解 而 et = (EP, EP, =, 
Sw) 表示 (4) 的 解 . 
由 此 易 见 ,对 上 =1,2,…, п, ér 和 5" 的 差别 很 小 , M kn 
时 坐标 ér 很 小 ， 由 此 还 显然 可 知 有 
limp = £ (k=1, 2,9). 


利用 定理 1. 4( 基 有 $ 1 中 的 条 件 (59)) 可 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 1: 旭 采 方程 组 (A) НМ, H. 
p= т К ИФК] <1, (7) 
则 4 不 是 方程 组 (1) 的 特征 值 ， 而 且 | 


Wu 1 十 | 天- Ha+ieKD 


Та 23а 


这 个 定理 值得 注意 的 是 它 建 立 了 根据 有 限 方程 组 的 可 解 性 性 
态 而 断言 相应 的 无 限 方程 组 可 解 性 的 关系 , 而 且 不 等 式 (7) 中 所 出 
现 的 量 均 不 难 求 得 ， 因 而 本 定理 所 给 出 的 可 解 性 的 判别 准则 是 十 
分 有 效 的 . 

а т 的 值 上 面 已 经 指出 过 了 了， 对 于 1pK| T 估计 式 


крита DT мы 
3=1 k= EA 
最 后 , 如 果 A, 是 对 称 和 矩阵 , E I FS 


IK] = max HUB 

确定 , 其 中 ДУ’ ЯНВ А, 的 特征 值 . ЕСМ F, E IK 
达 式 比较 复杂 ( 见 V. 2.8). 

注 1: 代替 满足 条 件 (2) 的 方程 组 ,我们 还 可 以 考察 更 一 般 的 

方程 组 类 ， 即 考 作 当 忆 是 由 了 到 尼 内 的 紧 算 子 的 情形 ， 这 时 п 

НК». 
m= Н ~ 9 pH ‘Ф| 
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确定 , 和 前 面 一 梓 , 29 п-> оо №} у, ->0СХТ, 2.2)， 从 而 这 时 可 以 应 
用 一 般 理论 中 的 所 有 定理 . 

注 2: 一 般 理 论 还 可 应 用 到 其 他 一 些 类 型 的 无 限 方程 组 上 去 ， 
基 可 将 这 些 方程 组 看 作 是 在 别 的 序列 空间 中 的 巷 轩 方程。 例如， 
满足 条 件 


co оо 72-1 
S| Sienie <co (1<р<оо) 
的 Riesz 型 方程 组 (这 时 ， 瑟 应 视 为 了 中 的 算 子 ) 就 是 这 类 方程 
组 .正则 和 完全 正则 方程 给 也 是 这 一 类 方程 组 (在 空间 1” 中 ). 


。$4， 在 积分 方程 中 的 应 用 
4.1， 积 分 方程 数值 解 的 最 有 效 的 方法 之 一 就 是 借助 于 求 积 
公式 用 线 代数 方程 组 去 代替 积分 方程 . 


设 给 出 积分 方程 
zs)—A| hls, в) 202) =y(s). (1) 
采用 按 结扎 to ta v ta 构造 的 并 上 其 有 如 下 形式 的 数值 求 积 
公式 


[асга = Улда), (2) 
WI BM ОКЕ АР ЗСТ ДА, TE, 我 们 即 得 到 方程 组 
alti) - АУЛА, ВЕ, Eae lt) =y lt) (j=1,2, =, n), 


(3) 
这 个 方程 组 的 解 就 是 所 求 的 积分 方程 的 解 在 点 in tote, ta 上 的 
近似 值 . 
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我 们 现在 来 讨论 一 下 如 何 应 用 一 般 理论 来 研究 这 个 方法 的 误 
Е. Ни, 假定 方程 (1) 的 右 端 是 以 1 为 周期 的 连续 函 
数 ， 核 函数 hls, ЕТ s 的 又 是 关于 t 的 以 1 为 周期 的 连续 
函数 .在 这 些 条 件 之 下 , 方程 (1) 的 解 也 将 是 连续 的 周期 函数 ， 我 
们 将 把 方程 (1) 看 作 连 续 周 期 函数 空间 和 = C 中 的 泛 函 方程 ， 代 
数 方程 组 (3) 看 作 是 空间 X — 12 中 的 近似 泛 函 方程 

Kzi=r—AHr= фу, (4) 
此 外 , 求 积 公式 (2) 的 结 点 和 系数 取 为 
dt k=l,2,.,n), 


也 就 是 说 采用 平均 矩形 公式 ， 这 对 于 周期 函数 是 最 方便 的 一 种 方 
法 .在 这 种 选择 之 下 , 方程 (4) 中 的 算 子 五 由 下 述 和 矩阵 


1,/1 上 1 Е З ee 1 
ин «Инь эт) ви’ =”) 


203. z) 1.3. >=) ... е 2—1 
n \2n’ 2n n \2n’ 2n n х2п 2n ) (5) 


ELA) E) e тии) | 
确定 。 算 子 g 按 以 下 方式 | 
фа (2021), 200), zi) |Ф]=1 (еб). 
确定 ， 至 于 空间 X 和 与 之 相 联 系 的 映射 p5!， 则 我 们 将 用 两 种 不 
同 的 方法 来 确定 , 从 而 也 就 得 到 两 种 误差 估计 . 
首先 ， 取 所 有 在 区 闻 [t, ti;1] 上 为 线性 的 连续 周期 函数 的 集 


Аж, брі, = EZIO, +1, 十 2,…)， 每 个 这 样 的 函数 是 


НЕА 21, fo，…，t 处 的 取 值 来 确定 的 ， 从 而 映射 Фо 这 样 来 定 
Х: 


1. 


Y= фу š, 


. ]05 • 


(E= (É Ë, =s ӘС: #001) =; k=l, 2, s.m EX), Ы, 
Фо |= 1. 

Я os(6) ERAR hls, t) НЕ, А s 的 函数 定义 
如 下 : 

6)=supih{tsto, #)-—1($,#)| (035,450 [|o] <ó), 
ol:(9) 的 定义 类 似 ， 

为 了 验证 条 件 la， 我 们 对 形 如 GODZ) 的 函数 的 求 积 公 式 
《2) 作 误差 估计 ， 这 里 的 z( 站 是 周期 函数 而 且 z(4) 的 连续 模 不 起 
过 @(6), 耐 XE， 由 周期 性 我 们 有 


Ë = _ Za d, т | 
| CO Уон) 
Е 一 ЕИ! ~ 
= еа D CUVE) 


ая, aD) | 


> WEST] ра 


+> (ие) за.) 
Elaa (e(r) altsa ») || 


1 Pi 
2981), 
这 里 , 由 于 函数 СЛОЕ ЕМЕ, 故 在 每 个 区 闻 中 
在 前 面 的 不 等 式 中 命 z( t= Се, t), 得 到 


1 
oH На! =, тах || не DEOL- 


. 706 • 


Ум, t) 206) 29057). 


于 是 ,条件 late j= 2o( 却 ) 时 成 立 


现在 来 验证 条 件 工 ， 我 们 先 来 证 明 ， 如 果 zEC 是 过 续 模 不 
超过 o(6) 的 任意 国 数 , 则 有 
12-215 (+), 
其 中 #s 二 go'9z, 妈 名 是 分 段 线性 函数 , 它 在 点 二 , ta t, 起 处 的 值 和 
函数 z(t) 在 这 些 点 上 的 对 应 值 相等 。 事 实 上 . 如 果 нь 
则 
1z(s) 一 5(s)1 = [2(8)— E(t; —s)z(t;) 
+ (8—6) =(;.,) т] 
<n [| (&;.:—8)(2(8)—2(#;))| + ](s—ti;)(z(s) 
—z(t;))]] 


<ro($) tnt =o (2), 
TE, h s 的 任意 性 即 得 到 要 证 的 结果 ， 现 在 来 估计 元 素 =H 
(zEC) 的 连续 模 : 
|209) 2697) ГАС, ву", t) Пас 

<o,(ó)| z] (Iss 158). 
于 是 , 作为 w(6) 可 取 

00) =o,(ó) |z], 
由 以 上 所 证 , т 2 = фр, WI 

iz—z]|<oe,(--)lzl. 


因而 , ЖИ: ПА 
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5 
时 成 立 ， 景 后 , 将 上 述 讨论 应 用 于 元 素 y, R JEX 使 得 
уйа (5), 
其 中 器 是 函数 y 的 连续 模 . 由 此 可 见 条 件 UI 在 
"и? (=) 
时 成 立 ， 


HERZ aC, tD 和 方程 (1) 右 端 %(s) 的 连续 性 可 知 当 nco 
В, no n 均 收 敛 于 零 ,而 |p 二 1go'= 1， 因 而 可 以 应 用 一 般 理 
论 的 定理 ， 特 别 , 如 果 А 不 是 方程 (1) 的 特征 值 ， 则 由 定理 1. За 可 
知 对 于 充分 大 的 x， 方 程 组 (3) 可 解 而 且 近 似 解 p51z (是 按 由 方 
程 组 (3) 所 求 得 的 值 {5} 构成 的 分 段 线性 函数 ) 收 敛 于 精确 解 . 

注意 , 由 定理 1. la, 逆 算 子 的 范 数 | 玉 -中 有 界 而 且 不 依赖 于 7. 
指出 这 一 点 对 以 后 是 重要 的 . 

如 果 有 Cs, t) 和 y(s) 满 足 指 数 为 a 的 Lipschitz 条 件 , 则 由 定 
理 1. За 可 知 近 似 解 序列 的 收敛 速度 可 具有 如 下 的 估计 

№" виз; =0(1.). 
事实 上 , Жо, (8), o, (8) 1908) НИНА: 0(6°). 

4.2. ME, 我 们 采用 另外 的 办 法 选择 子 空 间 X, 再 来 讨论 这 
种 办 法 的 误差 估计 的 方法 问题 . 

为 方便 起 见 , 我 们 可 认为 是 奇数 : n=2m--1. 取 所 有 次 数 不 
超过 名 的 三 角 多 项 式 的 集合 HX, BREN EX 75 б в нр 
达 为 如 下 的 三 角 多 项 式 

а 


2(Р) = + > l (@ьсоз2л #1 +0, sin?2rkt). 
& =1 
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5 М, Я фо 将 元 素 == (Е, éne, 0) HHP В, в, s, 
ta 处 分 别 取 值 为 Én Én te, Én 的 内 插 多 项 式 对 应 起 来 ， 由 Берн- 
щтейн 引 理 * 如 果 对 三 角 多 项 式 关 在 结 点 00, botta 6 处 有 估计 
式 
IZIS.  (j=1,2,+---, n), 
则 
|z 0 )D]<Alam+B (0880. 
由 此 可 得 到 算 子 фо 的 范 数 估计 
|o; <Ашит-+ В. (6) 
其 次 ， 这 (或 本 ,) 表 示 用 m 阶 三 角 多 项 式 对 kls, tA а 
(ЗЕНОН Е, 换言之 , 我 们 将 假定 存在 下 列 形式 的 国 
数 


hi Cs, t) =S) 4 Ya, (5) соѕв2л 
k=1 
+b, (5) ѕзіп2л |], 
а (t) гаи 
h(s, t) > + > La, (t )cos2mks 
f k=1 


+b, (t)sin2Zks] 
使 得 
[8($, 2) —1№1($, 8) [< Е», [($, 8) — hils, #) | SEn 
OSs, i1), 

为 了 验证 条 件 la, 我 们 首先 指出 , 如 果 被 积 函 数 是 次 数 不 超 过 

n 一 1 一 2m 的 三 角 多 项 式 , 则 求 积 公式 (2) 是 精确 成 立 的 等 式 **), 
由 于 ki Cs, ЕЕ Е А, 所 以 有 
ж) W Натансон-Р 5 542 М. 


жж) М Натансов-1 第 611 М, 
е 109 » 


1 п 
Q > СЁ ча. )х t < = 
f i СГ пин ,) (0<s-<D. 


因此 
lpHz— Нот] 


= max юж Гуа at 
и k=1 


j= 1.2. j J0 


pri 
< mar | ПОИ 
= 1,2,9, р 0 


рэ )— hlt; ё) 196 ,) 


28.121. 
因此 , 条 件 la ДЕЛЕ, БЕ ЗУ. 
ЮТЕЛ z= Hz ЗЕЛА П, 我们 来 构造 函数 
TOR hals, (в). 
由 № (5, 4) 的 形式 可 知 2(s) 是 阶 数 为 m 的 三 角 多 项 式 ， 亦 则 z€ 
X. 同时 
lHz—#|=max [ [Rs t) hs, 097200) | Ви. 


因此 条 件 HI т, = ЕВЗ, 
最 后 , 设 Bw(9) 是 用 台阶 三 角 多 项 式 对 函数 y 的 最 佳 逼近 , 并 
命 


2 = [51 1 Eng), 


O WERE BEMO ОВЕН ER TERA | h Drd 
存在 ; 另外 , 如 果 此 积分 按照 Banach 意义 来 理解 ( 见 11. 4. 2), 则 不 必 讲 明 这 一 点 ， 图 
为 这 时 积分 对 任意 的 有 办 函数 有 定义 . 
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则 条 件 HI 也 满足 ， 
由 这 个 估计 , 利用 定理 1. 2a 可 得 到 精确 解 与 近似 解 之 间接 近 
程度 的 如 下 估计 
和 一 六 2 
这 里 
p= A|A| Еф КТ 


+ (IB + ар ИКИ К. 


正如 在 4.1 中 已 建立 的 那样 , | КЕ n Ia fi УА. 
PUE ЕВА А Со, ORA AE y MEXE s 和 所 的 各 阶 导 数 并 


Валя, 丰满 足 指数 为 а 的 Lipschitz 条 件 ， 对 于 函数 y(s) 也 作 


问 样 的 假定 ， 这 时 ， 由 著名 的 Jackson 定理 (参见 Натансон-1 第 
121 pi), 有 


mooli) oliy, m odol) 
En) = 0(;; l а 


又 因为 由 (6) 有 
[pi | =ОСпт) = Отт), 


所 以 由 定理 1. За 我 们 就 得 到 近似 解 误差 下 降 速度 的 如 下 估计 
Но) 
利用 定理 1. 4， 可 根据 近似 解 的 结果 来 建立 方程 (1) 特 征 值 的 
可 能 分 布 区 域 
最 后 , 我 们 指出 , 可 用 类 似 的 讨论 来 估计 当 用 其 他 求 积 公式 时 
此 方法 的 误差 特别 , 对 于 非 周期 函数 的 情形 , 利用 Gausa RE 
要 采用 代数 多 项 式 作 插 值 多 项 式 并 利用 代数 多 项 式 副 近 函 数 的 阶 
°. 111» 


4.3. 考察 积分 方程 (1) 的 其 他 一 些 近 似 解法 , НЕ. 
这 个 方法 是 要 求 方程 (1 ) 的 形 如 


= eolt) (0=<¿=<1) (7) 


的 近似 解 , 其 中 о, (k= 1,2,. AF26 EXA А. ХІ, Жс, 
由 方程 组 


га | [№ Оооо, Oda 


=| ода (7-1,2, п) (8) 
ЖИ. КРАЕ Key 为 零 的 要 求 改 为 对 已 知 正 交 
ARAWN n PARM Кау 正 交 的 条 件 . 
假定 核 函 数 h(s, DREKI 


1 1 
Í Í ACs, £) [228 dt <00, 
0.0 


FHR X AAR L2 (0, 1) 而 到 四 为 形 如 (7) 的 元 素 构成 的 子 空间 . 
算 子 己 定 义 为 X 上 的 正 交 投影 算 子 , 亦 即 z= Pz 表示 


п 
= > (z, Op OE. 
k=l 


ВН СВЕ X 中 一 个 方程 的 形式 
Z#—PHš:= Pv. 
由 此 可 见 ， 我 们 要 得 到 的 是 在 1. 8 中 已 经 提 到 过 的 那些 条 件 ， 这 
BF, 由 于 函数 系 {w;} 是 完全 的 , 定理 1. 6 的 条 件 成 立 ,因而 近似 解 
收 化 于 精确 解 。 收 化 的 速度 取决 于 核 函 数 (s,t) 和 右 端 函数 
y(s) 的 性 质 ， 它 依赖 于 这 两 个 函数 按 正 交 范 数 系 的 正 交 展 开 式 的 
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KARE., REEM h(S, £) 是 周期 函数 而 县 关于 s 
满足 以 a+ (>0) 为 指数 的 Lipschitz 条 件 的 情形 ， 对 y(s) 


也 提出 类 似 的 要 求 。 取 三 角 哺 数 系 为 正 交 畏 数 系 (о,), 这 时 由 
Jackson 定理 不 难得 到 估计 
WON), q= 0n), 
因而 
jz* —2[12=0( +12) = O(n 2-8). (9) 
我 们 来 证 明 , 在 这 种 情形 下 近似 解 是 一 致 收敛 于 精确 解 的 . 


jk == >e, o; 我们 用 182 с. 因为 Фес M 


(1=1,2, =), АЯ Саџсһу-Буняковский 不 等 式 得 
11/2 


[см 57 имя] Е J 


=M. п |а|, 2. 

将 这 个 估计 式 用 到 两 个 近似 解 x ME ЭЕ F. 我 们 就 得 到 
(z3 — жа РЫ Еа ТКА 

其 中 2515. НАХ, 利用 估计 式 (9) 得 到 


[37 а | z m a*t 1а 


<+ ры 
因而 
lah веке. (10) 
特别 , 20 - 时 就 有 
Па 80е са. 


由 此 可 知 , 级 数 
。113 。 


р УЕ] р уа) 
x=1 


一 致 收敛 ， 由 (10) 可 知 , 极限 
limg*(t)=2*(t) 
一 致 存在 ， 而 且 , 显然 有 
lz*—z#)c=0(n-°). 
如 果 将 积分 方程 (1) 看 作 空 间 CO 中 的 方程 ， 则 应 用 定理 
L 3 可 得 出 比 刚才 指出 的 更 强 的 结果 , 即 如 果 核 隧 数 Cs,t)( 关 于 
s) 和 右 端 4(s) 满足 指数 为 АО 的 Lipschitz 条 件 ， 则 近似 解 一 
致 收敛 于 精确 解 , 并 且 
ае Ови). 
现在 来 看 看 核 置换 法 ， 所 请 核 置 换 法 也 就 是 用 近似 核 
и и 
将 积分 方程 (1 ) 换 成 


a(s) Af Cs, РЖ (8), (11) 


其 中 新 的 核 ACS; t) Е Се, ПЕВИЦЫ, 而 方程 (41) 的 解 是 已 
知 的 ， 


将 方程 (41) 写成 与 方程 (1 ДЕНЕВ 0912 ВА 77 gë 
ни 
ЕЕ етай RATEJ. Ente DE ТЗВ 
的 , ЖИ EJA 2 43% Ç 
(H-H |<, (12) 


而 条 件 开 和 JI 在 也 = 大 =0 时 成 立 . 

取 有 界 可 测 函 数 空间 СО, D) 作为 空间 ХХ, 39012) 
写 为 
«jld 


Ге, 2) Ав, ош (osssD， 
чи в ах OA 5, 七 ， 则 不 难 佑 计算 
КСК. ГК 具有 形式 
z= К-у, 
z()=yG)-+2| PO; s, GD, 


则 
11+ [4[B, 
ЖВНЕ 
[ Роз», ав (0580 
确定 ， 


ЖЕ 中 的 估计 式 (19)， 我 们 得 到 近似 解 接近 于 精确 解 的 
如 下 估计 
р-р В |=* |. (13) 

如 果 改 变 两 个 方程 的 作用 , 则 得 类 似 的 估计 ， 

HODHA, MAAAR АСБ, 6) оак Е №, БН, ЕДЕ 
一 化 收 化 十 精 傅 解 ， 

关于 算 子 方程 的 一 般 理论 ， 还 可 应 用 到 求 形 如 (7) 式 的 解 上 ， 
而 匡 疲 求 等 式 的 左右 两 端 仅仅 在 已 知 的 点 上 相 千 ， 在 这 里 我 们 不 
再 叙述 和 研究 这 种 方法 了 ( 匈 Канторович[9]), М ЖЕ Кру 
微分 方程 还 有 类 似 的 方法 要 得 到 讨论 . 


8 5， 对 常 微分 方程 的 应 用 
50. РАТИ 


ea -Alp a 了 十 … "7.2 ] = # (1) 


&(а) =’ (а) = ee =z (а) = 0 
alb) =x (В) = ат) =0 (2) 


的 所 谓 插 值 法 (或 叫 重 选 法 )”. 
我 们 来 求 形 如 


кр=а-а" о-в" Seti (3) 


的 近似 解 ， 易 见 ， 对 z(t) 来 说 边界 条 件 (2) 是 满足 的 ， 系 数 c,， 
С», e, cn 由 下 述 关 系 式 确定 : 
P 2 a) 0002) 
(j=1,2, =, n), (4) 
也 就 是 说 使 得 (1) 在 一 组 已 知 结 点 0, ta ta 上 成 立 而 来 决定 诸 
系数 cu Cr ts Ca, 

为 了 应 用 在 $2 中 所 述 的 一 般 理论 , 我 们 将 微分 方程 (1) 看 成 
др ХС" Га, 拉 中 的 泛 国 方程 ， 其 中 C| a, 5] 表 示 由 满 
足 条 件 (2) 的 〈《2m) 次 连续 可 微 函数 组 成 的 空间 ， 该 空间 中 算 子 的 
范 数 将 在 下 面 给 出 ， 

我 们 将 形 如 (3) 的 函数 的 集合 到 为 X. 

其 次 ， 用 在 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 的 集合 Cla, 妇 作 为 空间 
У, CEa,5] 中 的 范 数 按 通常 的 方式 定义 ， 

最 后 ， 用 所 有 (2 一 1) 次 多 项 式 构成 的 集合 作为 空间 Y. Ri 
НЕЕ ХУ] Y 的 映射 Ф, 对 每 个 yeY, 命 9=B(y)， 其 中 
EY 是 在 结 点 t t2,… ,处 取 和 在 这 些 点 上 相同 的 什 的 (n 一 1) 
次 插值 多 项 式 ， 正 如 大 家 所 知道 的 ， 当 t te 6, 是 Чебыщев 
结 点 时 ， 


Ф| Аат tB. (5) 
ж) ЛЕВ ы Канторович ПА ЩЕ, Ж ЕЮ 
性 证 明 是 在 Барпиловекая 1 rh 5305. 
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在 Gauss 结 点 的 情形 ， 

pis Ап, (6) 
ПЕН НН В Фр) S> 的 % 阶 正 交 多 项 式 的 根 ， 
则 


1Ф] Ап”. (7) 
MASANE ея S gt TT А У РЕ 
K z=Gz—2Tzr у, (8) 


其 中 


2m 2 т 
ба = а =Т=, 201) = Ур. (0) (Ф). (9) 


О ВИЕ, KARAAT ARBE 
Р ЕС) 下 的 Green 函数 . 
Green 因数 的 存在 可 由 微分 方程 


бта 
dem 
ДЕ: (2) РЕН. WA, 何以 知道 方程 
(10) 在 条 件 (2) 下 具有 唯一 零 解 呢 ?这 是 因为 方程 (10) 的 通 解 是 任 
意 的 (2m 一 1) 次 多 项 式 ， 而 满足 《2) 的 非 堆 多项式 应 含有 因子 
(#—a)"(b—81)"”, AA ATORRA ат. 
因此 ， 
z=0-1g,2(s) =| gC, буи, (хЕХ, yEY). 


函数 9(s,t) 具 有 直到 (2m 一 2) 阶 的 连续 导数 ,而 它 的 2m 一 1 阶 导 
数 在 s=t 处 有 跳跃 , 由 此 


0 (10) 


ж) 关于 (5) 和 (7)， 见 Натансон-І 第 539 页 和 第 544 页 ， 而 估计 式 (6) 见 于 
Szego 的 书 . 
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zt) (3) = ЕС tyy (t) dt (k=0,1, =, 2m—1), 
ад8%` ; ; 
于 是 
тах |2 (5) |< А» |9 [с (&=0,1,.-:.,2т—1). (11) 
如 果 取 A... = 1, WDR = 2т 也 成 立 ， 
ЗИ: X 中 的 范 数 科 中 的 范 数 相 容 , 即使 得 算 子 G 实 现 了 这 
两 个 空间 之 闻 的 等 距 , 则 应 令 


дк = Фа = тах |= (1. 


在 这 种 情况 于 ，(11) 式 可 用 于 通过 元 索 z 在 空间 入 中 的 范 数 来 佑 
il z 的 任意 次 民 数 : 
maxier (#)1 А, la] {Е=0,1,2, .-.,2т). (12) 


我 们 指出 , 算 子 G DEHRA Х 中 的 元 素 变 成 空间 立 中 的 元 
ЗЕ, 即 变 成 次 数 不 超 过 (x 一 1) 的 多 项 式 . 

现在 来 值 计 作为 从 空间 Cem Га, 四 到 空间 C[a, 6] 内 的 算 子 
T 的 范 数 ， 借 助 于 (12), 可 得 


12| -max pT | 


2т 


< >В, Ат, |5 ? 
其 中 

B,=max|p,(t)| (s=1,2,--..,2m). 
这 样 一 来 , 就 有 


| 2 人 > 了 34。 (13) 
8-1 


如 果 已 知 方程 (1) 在 条 件 (2) 之 下 的 Green ЕЯ 数 , 则 用 类 似 的 
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ПЕ ЕЕ Ко AYE ka. 

因为 近似 方程 组 (4) 是 用 形 如 (3) 的 式 子 代 入 (1) 并 邻 两 器 
ЕЕ, t... t, 处 相等 而 得 到 的 ， 这 就 等 价 于 在 这 些 结 点 处 
按 已 知 值 构 造 插值 多 项 式 方程 , 因此 可 将 (4) 写 成 

Ki=0%— APDTY— Фу. (14) 

将 方程 (14) 5 2. 3 中 的 方程 (19) 比 较 , 可 看 出 它 是 2.3 中 (19) 
的 特例 , TERI Ib 在 4=0 时 成 立 . 

为 了 验证 条 件 IIb, 即 建立 用 Y hi G 35383 JE Ар Te МЕ 


的 可 能 性 , 我 们 来 估计 27mz， 由 (12), ti 


d 
[ш7=| = 


пах 5) AO 


> a ОО <M |2} 
8=0 


= тах 
t 


(Ро) = роњ +102) = 0). 
据 Jackson 定理 , 存在 多 项 式 p€ Y 使 得 


Ip 140181, 


因此 , 条件 IIb 在 m =O[-)it pb, 

至 于 条 件 IIb， 如 果 方 程 (1) 的 右 端 函数 У 具有 连续 的 导数 ， 
仍 由 Jackson 定理 可 知 条 件 JIb FE p =0(-- ) 时 成 立 . 

还 要 指出 , 如 果 在 方程 (1) 中 пои панни 
В ТОЗА) B Z Ë p, CRESE M, MAT Ta 进行 前 述 
的 讨论 , 可 得 到 д, = O(2; ). НЕ у 也 是 二 次 连续 可 微 函 数 ， 则 也 
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在 и2=0{ 22), 

利用 $2 中 的 结果 , 考虑 到 此 时 对 pa us 及 1@ fik: 则 由 
定理 2. 1b 可 知 当 充分 大 时 方程 组 (4) 可 解 . 

当 结 点 是 Чебышев 结 点 或 Gauss 结 点 时 , 由 定理 2. ЗЬ 可 知 
近似 解 收敛 于 精确 解 , 而 且 它们 的 估计 分 别 如 下 : 


Inn 
ждж | 一 
а= o (2), 


11 o( =): 

在 上 述 情形 ， 当 p, =0 时 我 们 得 到 方程 组 (4 的 可 解 性 , 如 果 
用 关于 权 OSSO ER n MERX EKRIR DEE, 则 近 
似 解 的 误差 估计 式 为 

"#1 1=0(5.). 


ЖОВТЕ W| СВЕ к. EE Pi Ро, … Pom 和 8 是 7 次 可 微 
的 县 它们 的 > 阶 导 数 满足 指数 为 a 的 Lipschitz 条 件 ， 利 用 定理 
1. 3 的 注 可 知 收敛 速度 由 下 式 
[0+ —251=0(е1Р]), (Р=6-:Ф6; [Р =1Ф1) (15) 
确定 ， 其 中 e 表征 由 EXER 2* 的 可 能 性 ， 因 为 


一 了 jx 一 【Ge(z 一 2 和 -| 后 二 18 


(ў =@:ЄҮ), 
Жен ЯН (в —1) uui EA 2 2m 阶 导数 的 阶 来 决定 ， 但 
不 难 用 关于 7 的 归纳 法 来 证 明 : 函数 人 < EG 2 具有 满足 指数 为 & 的 


Lipschitz 条 件 的 7 阶 导 数 ， 因 此 , 由 Jackson 定理 ， 存 在 多 项 式 
#CY 使 得 
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02” * | D 
| о. 
аі? y 人 . 


| 


РАДЕ, e я т =, 而 由 (15) 式 , 对 Чебышев 结 点 , Gauss #8 
和 关于 下 有 界 的 函数 为 权 的 正 交 多 项 式 的 根 为 结 点 的 情形 ， 分 别 
有 如 下 估计 式 

ета] 0 (5E), latal = O (rr), 


п 


8-0 (а) 

ЖІ. 不 必 对 证 明 的 过 程 作 实质 性 的 改动 ， 可 以 知道 这 个 方 
法 不 仅 对 边 值 问题 而 且 对 初 值 问题 (Cauchy 问题 ) 也 适用 ， 如 果 
讨论 的 不 是 一 个 微分 方程 而 是 微分 方程 组 ， 则 讨论 的 方法 也 一 
Ë. 

2. 这 个 近似 方法 的 收敛 性 定理 可 看 作 是 基 个 插值 过 程 的 
收 化 性 定理 ， 这 也 就 是 说 , 多 项 式 OTRE ORMES 
项 式 ， 后 者 可 按 边界 条 件 及 微分 算 子 Ket ER bo ta ta iÈ 
的 值 来 构造 . 

注 3。 指出 这 一 点 是 有 趣 的 : 对 于 等 距 结 点 , 上 述 插值 过 程 妈 


FREAR =y ЖЖ. ЭТИ, ИИ: 


意 到 下 述 事 实 就 是 够 了 ， 即 普通 的 插值 过 程 对 等 距 结 点 也 可 能 发 
散 ( 见 Натансон-1 第 519 М). 

5.2. ДЕР — B EE И; Ж МЕ Галеркин 法 ЖИ НК 
敛 性 问题 ”. 

设 要 券 蹇 的 问题 是 由 微分 方程 (1) 和 在 区 间 的 端点 上 的 齐 次 


ж) ЧЕМ. В. Келдыш[1) 的 著作 中 第 一 次 建立 了 Галеркия 法 在 一 般 情形 下 的 
ЩЕ. ЕН. М. врылоь 和 H. H. Ботолюбов 的 早期 著作 中 讨论 了 Галеркин ity 
丈 情 形 Ritz ЕЩЕ СИ, Крылов № Михлии-И). 
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边界 条 件 

M(z)= 0 (16) 
Ју ВЕНУ, E r ЛЕВА ДЕ 38 k (163898 А (о, 
求 形 如 


#(1) = Yousos 人 (有 (17) 
k=1 
的 近似 解 ,并且 с, 是 用 方程 组 
| (Zeo, a | OLAJ Се, =, n) 
. а k=l а 


来 确定 , 其 中 工 (2) 表 示 如 下 的 微分 表达 式 
zm d2m- т 
L(x) = 一 сайа ня АР ря а" 8 * 


如 果 这 时 2; oj, ИНФ Галеркин i, 
5.3. ВРУ, 考察 方程 
"(р Lp (tz (ё) PAL = (Ир (18) 
在 条 件 
z(-— 1) z(1)—0 (19) 
ТИ. Хы, 作为 o, 可 取 
tH) (6:21, 2, 6.6). 
方程 (18) 可 与 成 | 
Ох — ATYT у, (20) 
其 中 Gz=Y ЕХ пнд (19) Z 0 E В нр lk ВАЎК 的 
(不 完备 的 ) 酉 空间, 该 空间 的 范 数 和 内 积分 别 是 
f 


1 1/2 
“= | ОА 
Гы -1 


“1 
(zoz)x=]| ri tas. 
-1 


到 由 所 有 的 连续 函数 构成 的 集合 为 У, 而 Y 中 的 距离 是 借助 十 算 
子 G 按 空间 XX 中 的 距离 引入 的 , 即 


шъ еи | Cota, |", 


(g, y) =| y(t) yt) di. 

取 形 如 (17) 的 函数 空间 的 子 空间 为 X, ñ YR 29G (X). 5, n, 
Y 力 由 所 有 (n 一 了 ) 次 的 多 项 式 全体 组 成 ， 最 后 ， 命 加 是 由 Y 到 Y 
上 的 正 交 投影 算 子 ， 这 时 , 如 果 上 Со, e 64 是 Y 中 的 线性 独立 的 
元 素 组 , 则 等 式 By 一 0 等 价 于 等 式 组 (g, 6) 二 0(j=1, 2,…, т), 

在 所 作 的 假定 下 , 矩 量 法 的 方程 等 价 于 泛 函 方程 

С2--АФТі= Фу. (21) 

也 就 是 说 , 近似 方程 是 由 和 2. 3 中 相应 的 特殊 方法 构成 的 , 因而 条 
fF Ib 在 4=0 时 成 立 . 

为 了 验证 条 件 Hb, 应 证 明 可 由 YY 中 的 元 素 去 通 近 元 素 Tr. 
在 此 先 指 出 一 点 ， 即 对 中 的 函数 可 由 它 的 范 数 来 估计 这 个 函数 
本 身 和 它 的 一 阶 导数 的 极 大 值 : 


KOPETE Га) а (0) 04: | 


-> Г f 294 


< | НГ атоо |a | ПЕВ at<Alzl, 


HODIS ls Че св. 
这 时 , 如 果 (18) 的 系数 是 连续 可 微 的 , 则 有 


a| = [ра Ф 18) а i paly Chzl. 
Y 


|d 
ат 
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由 此 易 知 函数 Tz 满足 指数 为 六 的 Lipschitz ЖЕ 
|C) — (Ta) 91 |[* E Tati) 


le 
«т. 


| t, 一 t, | м? 
У 
故 可 用 多 项 式 8EY 22383 Te, 使 得 


та 01215, 


因此 , 可 以 认为 р, 0). 
假定 右 端的 导数 是 平方 可 积 的 , 由 类 似 的 论证 可 得 知 


ЗИ p — 0, 则 用 同样 的 方法 可 以 估计 二 
1 
m= о). 
应 用 定理 2. 3b, арр Е A Р pa R R ER 


' 1 ` 
пж О 
і ži 6(-7; ). 
姐 果 Br=0 面 8 是 平方 可 积 的 , 则 


27 并 得 到 


п). 
如 果 po Pe 和 3 上 共有 更 高 阶 的 导数 , 则 近似 解 误差 下 降 的 阶 就 
更 高 , 因为 这 时 xz* АНИ, 故 可 用 多 项 式 更 精确 地 去 通 近 它 ， 
在 空间 飞 中 近似 解 总 是 收敛 于 精确 解 的 , 也 就 是 说 ,近似 解 本 
身 和 它 的 一 阶 导 数 分 别 一 致 地 收敛 于 精确 解 和 精确 解 的 一 阶 异 
数 , 近似 解 的 二 阶 导 数 平 均 收 敛 于 精确 解 的 二 阶 导数 . 
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5. 4， 我 们 仍 来 考察 方程 (18), 不 过 这 时 空间 X 和 YY 中 的 范 数 

是 这 样 定义 的 : 
lzlx=maxlz"(t)|, lyly=maxlyt)|, 
(zEX, yEY). 

显然 , 这 样 定 义 的 范 数 是 相 容 的 , 于 是 1G1= 161 =1. ЖФ 05 
象 以 前 那样 定义 .因而 可 将 近似 方程 看 成 是 以 前 建立 方程 的 特例 ， 
НИ; о 二 0。 现 在 我 们 来 估计 外 的 范 数 ， 设 E 6, s Ča 是 以 1 
为 权 国 数 的 正 交 多 项 式 (Legendre 多 项 式 ). H Y JY 上 的 投影 
算 子 四 这 时 可 写成 


Фу= У (y, t) Čr 
k= 


但 根据 连续 函数 按 Legendre 多 项 式 展开 的 众所周知 的 估计 ( 例 
如 , 可 见 Агаханов 和 Натансон[1]) 


а.) KANT, 


max 
ESES 
1Ф|<А^ в. (22) 
3) T H £ ise Tr, 也 就 是 用 Y НВ Tr, 我 
们 利用 不 等 式 


|g te |. 0121. 


所 以 可 求 得 JEY 使 得 
Iz —g| < Pll, 


因而 m= O(—-)(ni p, = 0, 则 可 取 p=0( 去 )). 最 后 ， 


根据 定理 2. 2b, 由 (22) 式 可 得 
jz* |= (MH HOCA). 
# № Е, (4) п ->0, 刚 近似 解 及 其 一 阶 和 二 阶 导 数 分 别 一 至 
收敛 于 精确 解 及 其 一 阶 和 二 阶 导数 。 此外， 如 果 Pp 二 0 而 y 是 二 
次 可 微 的 , 则 


“#1 =0( ——). 
5. 5， 作 为 更 进一步 的 应 用 , 我 们 考察 方程 


L(z) =" А142] trel=y (23) 
在 条 件 
х(0)=х(1)=0 (24) 


下 的 解 ， 我们 假定 方程 (23) 中 的 函数 p 和 4 连续 可 微 而 且 p) 
>0. 此 外 , 还 认为 2 使 得 上 述 边 值 问题 具有 唯一 的 解 . 
按 Галеркин 法 , 我 们 来 求 形 如 


(= Blot) OLLI) (25) 
em] 


的 近似 解 , 其 中 о, (k= 1,2, +6.) AF8 И (24) ПЕРА: 
o (0) =@,(1)=0 (R=1,2,.), 


TE, о, И RAED 1 Ира — #849 ku АЖ. + 
Ао} р УЖИНЕ: 
| Do Do Va) 271 "G, &=1,2, -..). (26) 
п ой с Су | Иже, MC) 
° ПРЕ» pls) v 7 


式 对 Ë —0, J= =0 也 成 让 y... РЕЖ А (01) (k = 0, 1,2, · "НЫЕ 
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W X E Hii (24) А n| RRRA EA, ИНГЕ 
(23) 和 条 件 (24) 合 在 一 起 可 看 成 是 空间 关中 的 一 个 泛 函 方 程 
Gz- ATr=Y, (27) 
其 中 , 2 НХ ФИ ЕЕЕ S t: 


ма [осоре |; а) =| рса. 


ARY BEZARAR, Y rh üE Br Retz А X rh PE Be НЕ 
”性 条 件 引 入 : . 

у 1671010, С, ду СС 0, 67у) х. 
X 取 为 所 有 形 如 (25) 的 元 素 的 集合 ， 而 Y 取 为 所 有 形 如 


y= > с, бо, (28) 
k=1 


的 元 素 的 集合 ， 最 后 , ФА У АҮ 到 Y 上 的 正 交 投影 算 子 ， 从 而 
1Ф|=1. 等 式 Фу=0 等 价 于 ( бо,) =0(k=1, 2,7, n), МИН Y 
中 内 积 的 定义 , 后 一 组 等 式 又 等 价 于 


(y, ox=| OF ot 


= 一 | y(t)or( at=0, 
0 


(k=1,2, e,n). 
因此 , Галеркин 法 的 方程 


1 
| G) -yo  =0, 
(j= 1,2,1, n) 
不 是 别 的 , 正 是 表示 式 
к) 元 素 z 一 G -和 是 方程 如 (P95) ууа Сов. 
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Ф[62-- АТг\= Фу. 
也 就 是 说 , 是 2. 3 中 所 建立 的 近似 方程 的 特殊 形式 . 

为 了 应 用 $2 中 的 结果 ,注意 这 时 有 u= 0. 我 们 让 来 估计 а. 
为 此 , 利用 2.1 中 的 注 ( 不 等 式 (6)), 亦 即 我 们 将 用 X 中 的 元 素 在 
> Xx BORRES 下 去 逼近 元 素 z 一 GT Tedis). AA аа 
= Тт, |1 

498 
t di 
Ао ат 积分 这 个 等 式 , 得 


paz (и) = (и вби) + | Dae 


d. ， 
Ра гт, 


ведер са) еса 


=| ho, ВЕРЕС, 


其 中 А60, DMO TO (<u), 


0 (>u). 
为 了 消去 常数 0, EMETA AERA 00 然后 再 积分 , 则 有 
1 1 du 
o= f о у wa оса. у" 
НЕ! С, ,再 代入 前 面 的 等 ЕЕ 
27(и) = [ K(u,t>z'(t)dt, 
其 中 


K (u, D= pt і) — 1 


—[ ———A (s, t) ds. 
| ! op(s) 
pG) | = (8) 


我 们 指出 , 显然 有 
| Koa, idu=0 (051. 
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可 用 基于 人 oil) =1, 2,…) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 


K.G, t) = Заре 
j=1 


АВЕ В K, 1), E X AR 正 交 РЖ 
top (5 二 0 1,2, …) 是 完全 的 , 其 中 


уйі Я 


a; (t= | ро) KG, ¿)o au) du. 
这 样 一 来 , Ч n 增 大 时 , 单调 地 有 
F водке t) — К, (и, 2) 1и 
由 等 式 
P= | к,и, Dede = Soost 


=>0 (0<t&1). (29) 


Спо) 


(s =|. a (t) (t)dt ) 
确定 z, 我 们 就 得 到 所 需要 的 近似 ， 事 实 上 ， 
ав? = | p02 (u) —#' (u) du 


=f rw) КЕ 1) — К,„(и, Ё) Да (t)dt ан 


“| , 2 I 1 А А “dé 
<| PEDE) af, ||. | Ku, t)— К, (и, 1) ] be 
= 15121, 

其 中 

[! 

Е Fo 
用 类似 的 方法 可 得 知 wa A RUED "И X rh 的 元 天 


122 
27 


| [К(и, t) — К, (и, t) pdu ——>0 


. 
(1-0) 


2 - 
N. 


ВЕР | ЕЕ =0, ана TH hi e etti 


MER ARKAA or, 则 还 可 以 估计 近似 的 阶 ， 亦 好 ， 谤 
w(t)= sinkrt (k=1,2, =°). 
В K (u, tix ЈЕ АП 


Sal )созёли 
Кк} 
的 和 去 逼近 , 其 中 
ar( 昌 二 ?| Ки, t) coskrudu 


是 园 变 函数 的 Fourier 系数 , 具有 阶 1/5, 而 偏差 


[скор - К. Отан 25 la (t) = 0(7.). 
因此 m=O). 同样 ,容易 验证 we- O[ >). 
因此 , 在 所 考察 的 情形 , 由 定理 2. 3b 可 得 估计 


"#1 =0(75), 
亦 即 近似 解 按 空间 XX 中 的 距离 收敛 于 精确 解 ， 同 样 还 保证 以 此 加 
度 一 致 收敛 十 精 偏 解 . 
Ра ГК) я А НАУ, ВИ 9=0, И Галеркик 
法 就 是 Ritz 法 ， 此 时， 假定 p(u) K (u, ОДЕТ u ПЕЙ 
ОХ А И р sl r 具有 类 似 的 性 质 就 可 以 )， 册 Fourier 


өе 73р 


НУР АР 1/6, СЕН Li 


fı =o( >) 


以 及 近似 解 收敛 于 精确 解 的 速度 的 相应 估计. 
当 解 可 用 函数 系 很 好 地 逼近 时 , 利用 定理 1. 3 的 注 , 我 们 还 可 
得 到 近似 解 的 更 高 的 收敛 速度 . 


8 6， 对 椭 贺 型 方程 边 值 问题 的 应 用 


6.1. 这 里 , 我 们 来 考察 用 近似 方法 的 一 般 理论 于 其 些 椭圆 型 
方程 边 值 问题 的 近似 解法 ， 特别, 考察 方程 
Аи-- Лац = о (1) 
在 条 件 
и] г=0 (2) 
下 的 边 值 问题 , 其 中 (1) 中 的 “属于 由 曲线 六 所 围 成 的 区 域 D. јх 
时 ， 除 了 近似 方法 一 般 理论 中 的 假定 外 ， 我 们 还 要 用 到 数学 物理 
方程 和 膛 近 论 中 的 某 些 结果 .这 些 结果 我 们 只 引用 而 不 再 去 证 明 
T. 
Е (Гюнтер-Корн). 如果 立 是 方程 
Au=f,u|lr=0 (3) 
的 解 , 其 中 本 是 光滑 曲线 而 f 满足 指数 为 B 常数 为 用 的 Lipschit2 
REGEL A), W uC, y) 具有 二 阶 偏 导数 县 这 些 偏 导 数 具有 以 
任何 ВоВ 为 指数 的 Lipschitz 条 件 , 亦 即 有 


Fu Fu Fu 
д?’ Эхду’ IY? gya Pipa В" 


众所周知 , 对 一 个 变量 的 函数 而 言 , 函数 具有 某 种 可 微 性 质 就 
同时 保证 了 有 用 代数 多 项 式 或 三 角 多 项 式 来 通 近 该 函数 的 可 能 


(М=СМ, С =С(В, B'))*, 


ж) М, ГюнтерГ 1], 
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不 И, Да A RAE E а, b А 46, 则 可 以 使 得 通 
还 范 数 在 端点 也 变 成 入, E ЕА ЭБС 6 ДА ЗЕ СВЙ pi p) Së 
求 这 个 多 项 式 包 含 因 子 全 一 6)(2 一 切 ， 

对 多 变 明 函数， 类 似 的 定理 也 成 立 . 下 面 我 们 给 出 其 中 两 个 
定理 ,一 个 建立 相应 蚂 数 系 的 完全 性 ， РТИ 性 的 特 
征 ， 

定理 ( 完 爹 性 )”。 Бгн 

olz, 9) =0 
ЛЕТО: то ВОВА нна ст Н. 
olr, у) 200 (2, у)Єр), вгабо(х, у) 50 (Cr, у)ЄГ), (4) 
这 里 的 DD 表示 由 曲线 厂 所 界 的 区 域 ， 闭 么 , 形 如 
alz, 0) = o(z,g)P(z,g) PC AEA) 
НЕОН PEREN. ‚НВ УФ д р 中 


~ annann n ХА e 


IE Саррик)* ИМЕНИ, 此 外 ， 
它 上 HERTAN. k ВЗЕМА Lipshitz ж. пяна и №, 


A ~ 


A 


ан АРИР E 


e) (5) 
h 
lajen > 三 max дузу zl (6) 


现在 来 看 在 这 一 节 的 开始 所 提出 的 边 值 问题， 我 们 将 
寻求 这 个 问题 的 形 如 


Канторович 和 Крылов, 第 296 页 。 


*) W 
) М, Харрак (21. 


站 村 
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ñ(z,gy)=o(z,g)P (z, у) 
的 近似 解 , 其 中 卫 是 次 数 不 超 过 1% 的 多 项 式 ， 而 是 满足 Харрих 
定理 当 =1 时 的 条 件 ， 
多 项 式 忆 的 系数 (上 共 久 个 ) 由 方程 组 


Os aye dedy = [оса (=1,2, =, N) (8) 


了 确定 (关于 $, 的 选择 将 在 下 面 说 明 ). 

我 们 引进 空间 U, 这 是 由 在 个 上 变 为 零 的 二 次 连续 可 微 函 数 u 
组 成 的 ,U 中 的 距离 和 内 积 由 公式 

[|= 1i) | №], (ии, из) а 


EN. а КВ RAAT 8 U. 

取 形 如 =Au(zEU) 的 函数 组 成 的 空间 作为 V, 换言之 , V 75 
是 由 使 得 方程 Au=v 具有 属于 U 的 解 的 函数 "所 组 成 的 空间 . 25 
НУ 中 的 距离 取 为 Hilbert 空间 L2(D) 中 的 距离 。 最 后 , 取 所 有 
形 如 5=Aia(acU ) 的 函数 组 成 空间 V. 

在 这 样 的 定义 之 下 ,已 知 的 边 值 问题 可 看 作 形 如 


Gu+ATu=v (Gu = Аи; Tu= au) (9) 
的 泛 函 方程 .这 时 , НГО 和 Y 中 的 距离 这 样 来 使 其 相 容 ， 即 算 
子 G 实 现 从 U 到 VV 的 等 距 映射 . 


TEW Én С 5, бу 可 取 V 中 任意 的 线性 独立 函数 组 ， 例 如 可 
取 
£3=ALo(z yry] (ја). 
此 时 , 如 果 将 多 看 作 是 从 VY МУ 的 正 交 投影 变换 ， 则 Фо=0 等 价 
于 
бо, 6) = [быв =0 (k=1, 2, +6, т). 


р 
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Е, 方程 组 (8) 在 新 的 记号 下 可 与 成 
DO ФТа=Фь, (10) 
亦 即 近似 方程 构造 为 对 应 于 2. 3 中 的 特殊 形式 . 因此, 条 件 Ib 在 
= 0 UR Sr. 
为 了 验 让 Hb, 我 们 来 证 明 , + € U, Ч Tu=aucLipB, Jt 
24 m=2 RF ВТ m= ЊЕ < 1/2. 
事实 上 , 因 CU, k ue W. ИНН Л ЕЕ (XI4, 4) 
可 知 uELipp, 其 中 
B<1 (H m:=2), B< 1/2 (М m=3). 
Н№, M Гюнтер-Корн 定理 推 知 == @-`!Tpa= A" au B. # ВЕ 
Lip В' 的 二 次 导数 , К 80'< 8, Ч m= 2 IM: B'<1, 24 m= 3 时 
В'<1/2, 并 且 有 
[= 
z 
在 这 种 情况 下 , 按 Харрик EM, ВЖ 2 连同 它 的 二 阶 导 数 可 
Mhn a ОВАРД 1/n” 阶 来 帝 近 ,而 这 就 保证 有 估计 式 


16-та al< С. 


„SCl. 


Lip 


因此 , 条件 Hb 在 м ОСУ, 

WR o 属于 Lipp, 则 也 有 类 似 的 结果 . 特别 , ЕМУ У, l 
进行 类 似 的 讨论 可 得 ws= 001/0”), 

综 上 所 述 ， 可 知 这 时 以 上 述 函 数 为 基本 函数 的 算 量 法 是 收 全 
的 , 并 且 按 空间 U 中 的 距离 其 收敛 速度 为 

[ми = О”). 
由 此 易 知 at ВОТ at 的 ， 事 实 上 , 用 按 Green 函数 表示 
и 的 表达 式 得 
utpa, = | [ole PAG) в < 


. 734. 


ПЕЕЛЕ ТИСЕ 


ШЗ E R НЗ ТОНЕ, WIA FT CA ра НИСЕ 
Ж. 

6.3， 如 果 不 考虑 收敛 速度 的 精确 的 阶 , 则 还 可 以 在 更 一 般 的 
ЖЕТЖ ЗУ Галеркин 法 的 收敛 性 ， 这 些 条 件 较 之 6.2 ЕЕ 
法 的 条 件 更 为 一 般 ， 

考察 方程 


ptg cam _ 
диз A(au4 55.1 с) v (11) 


在 条 件 
и|г=0 (12) 


下 的 边 值 问题 , 假定 其 中 的 系数 a, b, с 是 连续 可 微 国 数 . 
我 们 来 求 这 个 问题 的 如 同 在 6. 2 中 已 指出 的 那 种 形式 的 解 ， 
其 中 的 系数 由 TaxepgHH 方程 组 


HI Ла л(аа 0924-99 Бао [|а 


(6=1,2, =, N) 
来 确定 ， 在 这 里 国 数 5, ЮС. = olr, у)Р, (1,4) 的 形式 ,其 中 Р, 
是 次 数 不 超 过 % 的 多 项 式 ， 另 外 ， 这 时 我 们 用 另 一 种 方法 引入 空 
B| U 中 的 距离 : 


=— = f (| 2 ди, 2u, ди 
Cus ue) |е. Muar Й Эт Jx Әу 27 ад, 
р D 


СЕСКЕ 


р Dp 


对 空间 У, 也 相应 地 引入 距离 : 
(v1, oo)v 一 (Go G lo,)u, Pel. = |G-'oluÀ. 
FU u, 和 ws 是 方程 Аи=о, Я Az =, 的 属于 U 的 解 , 则 可 取 
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(0;, 62) == — | ui day 7 
万 D 


1.12 [ [ард 


.如 同 前 面 的 讨论 一样, 边 值 问题 (11) 一 (12) 可 写 成 空间 Ú 中 

的 一 个 泛 函 方程 
ба Ашо (Gu=Au, Tu=auq- ьа: 十 г). 
而 其 近似 方程 则 具有 如 下 形式 : 
Gu - АФТӣ = Фо. 

要 利用 定理 1. 6, 我 们 先 来 证 明 G- 是 紧 的 ， 

容易 知道 ,U MWD 中 的 一 个 稠密 子 集 线 性 等 距 ， 为 了 证 实 
这 一 点 , 只 要 取 由 泛 函 | аба, Dar 所 定义 的 距离 作为 WP 中 一 
个 可 能 的 距离 即 可 ， 


lul w? = 


| и(х, nar +Í | lgradul "dzdy ^ ñ 


D 


{G (и) edy) = рь, 


因而 ,了 可 看 成 从 空间 УМ HERL’ 的 连续 线性 算 子 . 由 Берн- 
штейн-Ладыженская 不 等 式 , 作为 从 L? IWO 中 算 子 的 逆 算 子 
A 是 连续 的 (М Ладыженская, № Z% 86). МИ: ATEB 
(УР, У»). H W> МУ 的 嵌入 算 子 是 紧 的 (XI. 3.5), Я 
ЈЕ, WAA WP HWP WETA T BEZH. 

由 完全 性 定理 ， 投 影 算 子 序列 P, = Фото Ей 
位 算 子 ， 因 此 ， 由 定理 1.6 ka Галеркин 法 在 空间 О hke. H 
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化 偿 得 知 过 似 解 一 致 收敛 于 精确 解 ， 
以 上 的 结论 和 证 明 不 经 任何 本 质 上 的 更 动 和 补充 均 可 应 用 列 
时 有 更 多 变 元 的 边 值 问题 上 江 . 
最 后 指出 ， 本 总 所 述 方 法 的 其 他 有 趣 的 应 用 还 有 一 系列 的 著 
作 可 资 参考 ， 特 别 是 可 参 М, КаландияГ 1], Владимиров[ 11, 


Филиппов #1 Рябенький, 
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РИ ”最 速 下 降 法 


最 速 下 降 法 乃 是 目前 解 无 条 件 极 值 问题 的 最 普遍 使 用 的 方法 
之 一 ， 这 个 方法 最 初 是 作为 解 线性 泛 函 方程 和 求 线性 算 子 的 特征 
值 的 变 分 法 而 被 研究 的 ， 如 同 所 有 的 变 分 法 一 样 , 是 将 解 方程 ( 求 
特征 值 ) 问 题 化 为 求 基 个 在 整个 空间 上 给 定 的 特殊 形式 的 认 函 的 
极 值 问题 .但 有 比 上 面 讲 到 的 更 为 一 般 的 求 泛 国航 小 值 的 合适 的 
Jr. 使 用 这 种 方法 在 经 过 不 多 的 儿 步 之 后 ， 解 就 被 关于 稳定 点 
(或 称 驻 点 ) 的 充分 小 的 邻 域 之 肉 (如 果 泛 函 是 三 的, 则 关于 极 小 点 
的 邻 域 之 中 ). 

这 种 方法 的 要 点 在 于 ; 构造 逼近 极 小 元 素 的 近似 序列 , 而 从 一 
个 近似 到 与 之 相 邻 的 下 一 个 近似 万 是 沿 给 定 泛 畏 的 最 速 下 降 方 癌 
来 进行 的 ， 最速 下 降 法 也 就 故此 而 得 名 . 

最 速 下 降 法 的 思想 是 属于 Cauchy 的 , 他 当时 对 于 有 限 维 空间 考察 最 速 
Т. Капторович 对 二 次 泛 函 研究 了 最 速 下 降 法 的 一 般 情形 《〈 见 Kane - 
рович [7 ], C91). E FICS 1 和 $§ 2) 一 般 定理 的 证 明 中 , 利用 了 М. Ш. Бир- 
ман 的 著作 [和 [2]， 最 速 下 降 法 的 某 些 变形 及 其 对 种 种 问题 的 应 用 可 参 
W, Вайнберг, Красносепьский, Любич #1 Майстровский [1], 最 速 下 降 法 
对 椭圆 型 微分 方程 解 的 应 用 (8§3) 乃 取材 于 J11lax 的 学 位 论 (1955 48). 
在 $4 rh, 应 用 前 面 的 癌 作 二 条件 梯度 法 的 研究 , 这 方面 村 参见 Демьянов 和 
Рубинов ñ #1. 


$1. 线性 方程 的 解 
1.1， 设 到 是 给 定 在 赋 范 空间 X( 实 的 或 复 的 ) 上 的 实 的 非 线 
性 泛 函 ， 还 假定 泛 函 有 在 入 上 是 下 有 界 的 ， 这 时 可 提出 这 样 的 问 


a [38 • 


83: 求 元 素 z*EX( 如 果 这 个 元 素 存在 的 话 ) 使 泛 范 达到 极 小 ЖИ 
使 
Ф(х)ус>Ф (2%) («ЄХ ). 

为 了 解决 这 个 问题 通常 采用 下 面 的 办 法 : 用 某 种 方法 构造 出 
IZ D 的 “ 极 小 化 "序列 {zx}, 即使 得 有 

lim® (z») =in{@(z). 

在 某 些 情况 下 上 述 的 序列 {zx} 可 实际 构造 出 来 而 Вах 96 
一 元 素 z*. АЯ Ф 是 连续 的 , MU z* 正 是 问题 的 解 . 

最 速 下 降 法 乃 是 构造 这 样 的 序列 {x} 的 方法 ， 即 使 得 这 种 序 
到 对 于 充分 广 的 一 类 泛 函 是 极 小 化 序列 ， 这 个 方法 可 对 沿 方 向 可 
WEZA Ф 来 描述 ， 我 们 现在 来 引入 相应 的 定义 ， 

设 z 是 站 中 指定 的 元 素 ， 考 察 从 Zz 出 发 沿 方向 z 的 射线 ， 即 
考虑 形 如 rta 的 所 有 元 素 , 其 中 a 是 非 负 实数 , 而 z 是 刻 划 射线 
方向 的 非 零 元 素 (zEX)”, A Ф 局 限 在 已 给 定 的 射线 上 可 看 成 
实 变量 的 函数 ,车 以 p (a; т, 2) лі ВА, 则 按 刚 才 所 说 , 即 有 

pCa; z, 2) = Ó (z, -laz) (4220). 


. ЖЕ, ПАМ 


p (az, D| 1 lim D(z+hz) — Dr) 
АКИ h 


22 (z) = = 


FI 
PRANZ ВА DFE < 处 沿 方向 z 的 导数 . 我 们 假定 导数 SO(z) 对 


任意 方向 均 存在 ， 此 外 假定 存在 这 样 一 个 方向 ， 使 得 沿 这 个 方向 
的 导数 是 极 小 的 ， 这 样 的 方向 即 称 作 泛 函 在 z 点 的 最 速 下 降 方 
向 。 


ж) ”两 个 非 零 元 素 o 和 z 当 且 仅 当 它们 成 正比 时 ( 亦 即 存在 某 个 АО, 
一 422) 或 5 和 2， 落 在 从 零点 出 发 的 同一 射线 上 时 才 认 为 具有 同一 方向 ， 通 常 是 四 
荡 在 此 射线 上 的 某 个 向 量 来 给 出 方向 ， 
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我 们 规 在 来 描述 最 速 下 降 庄 ， 假 定 泛 疼 台 在 每 一 点 处 治 所 有 
的 方向 均 可 微 且 对 每 一 个 2C X 都 存在 最 速 下 降 方向 ， 任 取 元 素 
СХ (ER Hh ЈА). RERE Ki T kir 
通 近 ra. КОЕ zi 很 自然 地 由 形 如 
Хърд 
的 方式 来 确定 。 
ERAI Zra 是 在 点 z, 处 的 最 速 下 降 方向 ， 数 值 参数 ee 
称 作 下 降 值 ， 它 在 不 间 的 情况 下 可 以 有 种 种 不 同 的 取 法 ， 这 里 只 
1) га 于 (<<0 而 3 (ret аа 的 连续 函数 .这 时 


基数 z(a РЕНО, IRER, N а EYR y 
(9; 2,, Zr) 50 的 最 小 的 正 根 .此 时 就 取 此 根 为 下 降 值 e... 
2) 假定 函数 p ть, z. ЕЕ Я ЕВЕ, MR 
取 这 一 点 为 下 降 值 , 
当中 是 严格 凸 泛 函 时 ， 上 面 两 种 方法 一 致 (详细 的 情形 可 见 
4.4 的 讨论 ). - 


3) АЕ ЕЖЕ, ER г,->0 Н Уе = co (fB дЕ J; ta 


zs t, 1, |= 1). 那么 , 我 们 就 取 第 天 步 的 下 降 值 等 于 et， 

选 定 了 求 下 降 值 确定 的 方法 之 后 ， 相 应 地 我 们 也 就 得 到 了 序 
列 {x;}， 在 很 多 情况 下 它 就 是 极 小 化 序列 ， 以 上 所 说 正 是 最 速 下 
降 法 的 主要 算法 程式 ， 

可 用 类 似 的 算法 来 求 上 有 和 界 泛 函 的 极 大 值 ， 当 然 ， 此 时 最 束 
下 降 方向 应 代 之 以 量 速 上 升 的 方向 . 

2. 求 泛 函 的 极 小 问题 与 解 线性 泛 函 方 程 问题 之 间 可 用 下 
述 方法 来 建立 联系 ， 
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IZU ж Hilbert 25 ЯН + ARRAT. За СН, RE] 
З m ЖИМ КИРО FREA (И ІХ. 3.4), Е 
定 m> 并 考察 方程 


Ur=y. (1) 
因为 4=0 ШАКЕ ТРИ ГОУ, НАЯ ІХ. 5.358 HU fE Я 
子 UM, 因而 方程 (1) 对 任何 УСН REEE ЙЕ zt — U Ту. 
НАХ, 我 们 作出 如 下 的 泛 函 
F(z2)=(Uz,z)—[(z,g) + (g,z)] (rEH). (2) 

定理 1. 方程 (1) 的 解 * EADAR. 反之， 如 时 元 
天 使 运 函 (2) 达 到 极 小 , 则 z 是 方程 (1) 的 解 , 即 #2*， 

Ш. М y= Ur, Не F арос) 

Р(2) = (Uz, 2) — (2, Uz*y—(Uz*, x) 
=(U(z—zr*),z—z*)—(Uz*,z*). (3) 
由 此 

F(x) >mle—xr*, tr) — (Ur*, x) Ur, z*y)=F(z*), 
这 就 是 说 x* 使 得 泛 函 了 达到 极 小 . 

由 这 个 不 等 式 还 可 以 推出 定理 的 第 一 部 分 .因为 

0=Р(#) Е (х) = (О (&—1*), #—2*) 
2т(&—5*,&—1*), 
= СЕ m>0). 

Е. 如果 解 x* 的 存在 是 已 知 的 , 则 由 定理 的 证 明 可 知 ， 条 件 
m> 0 还 可 换 成 更 弱 的 条 件 ， 即 只 要 假定 对 任何 非 零 元 % 有 (Uz， 
x) —0 即 可 . | 

1. 3， 对 泛 函 (2) 应 用 最 速 下 降 法 , 就 得 到 一 个 收敛 于 方程 (1) 
的 解 2* 的 序列 ， 这 就 使 得 我 们 可 将 最 如 下 隆 法 看 作 是 求 方程 (1) 
的 近似 解 的 一 种 方法 . 

我 们 现在 来 说 明 最 速 下降 法 应 用 于 泛 国 石 的 格式 ， 
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如 果 z, 2ЕН, 则 
F(z+z)= (0 (х 2), 2-2) –-[ (212,0) + (g, z+ 2)] 
= (Ох, а) —[ (а, у) (у, а) 1+ [(И=-—у9, 2) 
+ (2, 72 -—-у)) + (Uz, =) 
= Р(х) + (Ох 9, 2) + (2, Ое у) 1— (Uz, 2). (4) 


由 此 
ЭР, | з 2Re(Uz—g, =) 
929 = у, z) + (z,Uz—y)] =] . 
这 样 ,在 点 zo 处 的 最 速 下降 方 向 由 元 素 ( 一 z1) 给 出 , 其 中 


ZI=Uxo—y. 
АТЖ е, 构造 方程 
P (a; zo, —71) = 0, 
由 (4)， 
p(ai £o, — 21) =F (£0—8z,) 一 下 (z0) 一 20(z 2) + (Из, zi), 
因此 


ё = 0,2) А 
(Uz, 21) 
最 后 得 到 
Zi 一 20 一 2121。 
同样 可 得 
Zo =£ 一 2222 (= 08:0, = - 
一 般 地 , 有 
2.5.168.  (n=1,2, +), 
其 中 | 


Zn = Uz, -1 7, n= та), (n=1,2,'"), 


上 面 所 构造 的 {zw} 是 极 小 化 序列 , BA 
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AAEE и ети четче NENE 


ож М —– т\ү" ( lal., .. 5 
|= e (M-myY (c=lal;n=0,12,.). G) 


证 ， 将 方程 (1) 改 写成 
r= z—kUzx-- ky, (6) 
其 中 >>0 这 样 来 选择 , 使 得 算 子 
T=I—kU 
的 范 数 尽 可 能 小 、 因 算 子 了 的 上 上、 下界 分 别 是 (1 一 km) 和 (1-~ 
ЕМ), МЖ 


1—йт= —(1—#М), 


则 范 数 的 极 小 值 将 在 
2 
Ёт 
. 时 达到 ， 这 时 
отм 1 М т | 
пр-т, (7) 
记 
Zi = Тт, +ky=z — Е(Оло у) = 0—2. (8) 
再 引进 算 子 了 三 太 7( 见 定理 V. 6. 2). (3), зі Р 
成 


Е(а) = (U(z—z*),z—zr*)—(Uz*, 2%) 
= (И (2 —х*), V(z—z*))—(Vz*, Vr*) 
= [У (2—=*) Р-Р. (9) 
但 由 显然 成 立 的 不 等 式 了 F(z) 之 F(z!) 可 得 
Е(х1) –Е(2*) <Р(#,) —F(z*), 
根据 (9), 上 不 等 式 又 可 写成 
И (а, х*) [53 (#,—z*)]. (10) 
方程 (6) 等 价 于 方程 (1)。 所 以 
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rc* Perty. 
从 等 式 (8) 减 去 上 式 , 我 们 得 到 


#£#,—z*=—=T(zm —z*), ` 


V(z#,—z*)=TV(z —z*), 


ПС, а ЦУ (ro — z) = 1 TEW aaah), 


将 上 式 与 (10) 式 比较 , 得 


П Са, а) | ÀM m 


Міт 


— |V (romet) l (11у 


对 每 个 2=1,2,… 作 类 似 的 论证 , 可 得 
Ea т 


Са а) руа rl G=1,2,..). 
最 后 得 到 
Пан) (00) Vo) (01,2, 6). (12) 


因为 函数 2-17 Ет, MJ А, ТЕТЕ E 
连续 , ВЕРТЕР У: 并 且 有 ( 见 定理 IX. 5.2) 
1 
£ Vm 


Ми = max—} 
is S 


我 们 还 指出 
[И] = таху/ t =ММ. 
根据 以 上 的 讨论 , 利用 (12) 后 得 
lz, =z" = VOV Cen O LI T) Vh 


< vë =EN Jao a= H(I нь ар, 


е J44 ° 


这 个 估计 式 不 足 的 一 点 是 它 的 右 端 含 有 求知 元 素 =*. УТ 
HRE, 注意 有 
JV (202%) |= И Vr) 


加 


“m` 


由 此 可 得 
рт, (и=1,2, …)， 
这 和 (5) 式 一 致 . 
定理 证 毕 . 
1. 4， 现 在 用 z 和 z, 来 表示 了 阶 近 似 xo， 当 7 二 2 时， 我 们 


有 
Zo =T] — E22 =L] —e, (Uz, —y) 

= тре, — EU zo — y — eUz) 

= то (E€ Не.) 1850; 

=z APZ HA Uze 
按 归纳 法 不 难 证 明 

f 2 = z tÀ Pz He БАРР, (13) 

考察 元 素 


zay = tit Azi te HAU z, 
HEZ Fao NEIRO ЕЖЕ R АЯКА, 4,，…, Ap. 
因为 


> 了 
F(za)) 5 45021, mo рн) 
f=1 j=1 
—[(а» 9) + (g, ха))] 
p 
= F (zo) + St 和) (Иа, + 


j=1 
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P Ed 
十 УУЛА, (0, J 121), 


j=1 k= 
如 果 记 Д, = о, Рт, (В =1, 2, 2)， 则 我 们 就 得 到 确定 4 的 两 组 
等 式 


971 xzoy) 一 0 IF (z) 一 0 
до; , Jr; 


将 这 两 组 等 式 的 左 端 具 体 写 出 来 , 就 是 


(= 1,2, =, p). 


P 
(Ui-lz, 2) 4 Уо, (Uz, 072) =0, 
k=1 


P 
У, (Uiz, U*-t2,)=0. 
k=1 


后 一 等 式 乘 上 ¿ 并 和 前 一 个 等 式 相 加 ， 并 注意 到 (Uiz1,U*-1z1) 一 
(Uitz, 2), 则 可 将 这 两 组 等 式 合并 写成 一 组 : 
(02121,21) Е > 2, (Uist-1lz 2)=0 
k=1 
(3=1,2, =., р). (14) 
由 于 所 求 的 极 小 显然 存在 , KODDAR”. | 
由 元 素 x 出 发 ,用 类 似 的 办 法 构造 出 so, 如 此 等 等 ,最 后 基 
得 到 一 个 序列 *oo = 一 zo оз, …， 此 序列 对 应 于 最 束 下 降 法 的 了 zb 
变形 . 
从 这 个 序列 的 构造 方法 显然 可 见 它 收 敏 于 x* 的 速度 至 少 比 
序列 {zw} 快 了 们 .事实 上 , 利用 定理 2 的 证 明 不 难得 到 


ао 1 (муу |. (15) 


[os 


* ) 尽管 这 种 解 可 能 不 唯一 ， 但 应 指出 , 值 PCzeo) 与 解 的 选择 没有 关系 ， 
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定理 3(Бирман). 成 并 如 下 的 估计 式 


~ 


1 F 


(n=1,2, =), (16) 
其 中 89,(t) 是 了 次 Чебыщёв 多 项 式 
р 8,02) cosparccost (teE[—1,1]). 
证 ， 考 察 方程 
和 一 人 人 十 地 (T=I—Up(U), 9-=$0)9), (17) 
其 中 ФСО p—1 次 多 项 式 . 
命 
Zi = Тю ў =z — pU) (Uza —y)=to— ФСУ) 21 


np 
— k 一 上 
二 Xo 十 > c, U 2;. 


k=1 

ИМТ РС) 2Р0), НЫЛА 2 HIETE 
[zao а НТ] (ас, 2, e). 018) 
т 

因为 

ITIS max |1—tet)l, 
所 以 自然 用 使 得 max 11 一 tp(t)| 为 极 小 的 条 件 来 确定 多 项 式 
pCt), а (1 二 1 一 tp(t), 则 y(t) 是 在 区 间 [m，MM] 上 和 零 
偏差 最 小 的 了 次 多 项 式 , 日 000) =1， 大 家 知道 ”， 


2— M -—m ` 
0,|— 
P=- ( Мп 


(ит) 7 


ж) М Гончаров(1 1, 3 230 М. 


s 147 с 


因为 


26 M-m y | 
max (|= max 61, 


stErm, M1| М —т 

WIET ny kr 
1 
ITIS max |[0(t)| = J r moe 
сот, M) 0, (тт 
再 由 (18) 即 证 得 了 定理 . 
注 1， 设 Ab 是 任意 的 卫 次 多 项 式 ， 这 时 成 立 如 下 的 不 等 式 
[00,) 1< 10,0) | max |р(#)| (6121). 


如 果 取 
Эр pa MOM 
p(t)=1 9 加 一 再 一 而 
W| 8 
1 <(%¥ m) 
9 (Him ЗАМ + т 
? m w) 
因此 , (15) 式 万 是 估计 式 (16) 的 推论 . 
2. 因为 
9,1. 
tr e... 292-1 
т дез k, М6) 与 (15) 的 差别 是 一 个 趋 于 (5 вт) 的 因 
+. 


在 CaMorHIIEI] 中 ， 在 对 算 子 己 的 谱 作 若干 补充 假定 之 下 得 
到 了 比 (16) 更 精确 的 估计 . 

注 3. 4 т--0 肘 可 以 证 明 , 如 果 方 程 (1) 的 解 存在 (不 一 定 唯 
一 ), 则 最 速 下 降 法 收敛 于 接近 于 zo 的 解 2* СФридман[1]), ЖН. 
ЯН Fle) 一 F(z2*) =0(1/n), {Ы z, Wak T z* 的 速度 可 能 相 
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8 2， 求 紧 算 子 的 特征 值 
2.1， 现 在 我 们 来 考察 紧 自 共 轿 算 子 0。 不 失 一 般 性 , BT BM 
> |208. 1Х.4.3). TERA 


М = sup (Uz, z) =sup 一， 


Hzll= 


其 中 z* 是 对 应 于 最 大 特征 值 А =M 的 特征 元 素 . Н, А, 5 
ЕЁ 


(Их, z) 
(2,2) 


的 最 大 值 , 由 ІХ. 4.3 所 述 ， ТТЕ АЈА Е K Вул Е Ey 
A TRZA L 的 极 大 值 , 我 们 应 用 最 速 下 降 法 (确切 地 说 应 该 
ERM В КУН”). 取 任 意 规格 化 元 素 z CH, 因为 


(Uzo, ть) а(И зо, 2) talz, Ото) Ta (Uz, =) 
7 1+а(то z) або) На, 2) — _ ° 


L(z) = 


L(xzo az) == 


(1) 
所 以 
PE (во) 
[Uza 2) + (а, Озь) ] — [Czo 2) (2, za) (Uxo, 24) 
rk w 


= (Оху Hozo, 2) + (z, Охо— похо) 
| izl ° 


其 中 
u = L(zo) = (Uto, їо). 


ARARE (п) 可 见 “ 梯 度 " 方 问 由 元 素 2 = Ито Hoto #8 出 Е 
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Ж 2,750). 
于 是 , e 由 方程 
p (a; т, 21) =0 (2) 
确定 , 其 中 
Фф(о; х0. 21) = Вал). 
由 于 
(20, 21) == (20, Охо-- пао) = (хо, Ито) — uo (Zo, #0) = 0, 
(Изо, 21) = (Hozo Е Zi, 21) = Мо(то, 21) + (21, 21) 
== (21,21), 
经 过 -一些 初等 变形 , 方程 (2) 可 写成 


24621,21) + (Оль, 21) Hol, 2,)]а— (21, 2,)?а°) —0. 
[1-а (2,, 2) )° 


TE, e, 就 是 方程 
(а 21) — [Uz 21) Holz, 24) Ја (21, 21) =0 
的 正 根 , 亦 即 


ғ; 10а, Z) 一 Ho(23， z+ [L Uz, 21) — Hol, 21) 32-4 (z, z)" . 


2(21, 21)? 
命 
29 = got Es 
我 们 取 元 素 
r= = _ аа, 
ро [ай 


作为 王 一 次 近似 . 
用 zz 去 取代 zx 的 地 位 并 继续 上 述 过 程 , 我们 就 得 到 序列 zx，， 


Zis Eo, Фр, *** 


2, Uta- Haiti Шъ-17 = L(z,- 1) = = (U ta- 1s Tp- i), 


EU tn 2) — аи, za) БАСО аа, са) ноа С En) Ан Za)" 
2(2 Zn)? 


2. 2， 对 于 序列 un} 收 化 于 大 РАМОН ЗЕ А, 
的 特征 元 素 的 问题 , 下 面 的 定理 作出 了 回答 ， 

定理 1， 如 果 zo 与 对 应 于 最 大 特征 值 = M 的 特征 子 空 间 
ЖЕ, Щи А, ааа", Эф z" 是 属于 特征 值 A 的 特征 元 


ЧЕ, Ч (% 二 1，2,…) 表 示 算 子 吕 的 各 个 特征 值 ， 用 H,,= 
H, 表示 对 应 于 入 的 特征 子 空间 ， 用 Р, 表示 作用 于 这 些 子 空间 上 
的 投影 算 子 。 其 次 , dh 


ž= Pro *) 
Р, з 
根据 ІХ. 4.5 有 


х= ХР, УР, таў = Әса 
k k k 


(cx = |P, xol, k=1,2, -..). (3) 
易 见 c 220(k=1,2,---), HERR си>0. 由 于 (3) 式 右 端 
各 加 项 是 两 两 正 交 的 , X. |z | = 1, 所 以 
20 = =1, 
于 是 , 最 后 得 
Но= (Uz, хо) = > 4,05 (ША). 


元 素 1; 也 可 用 zr, д, RRR. 事实 上 ， 
z 200 зов Eo 2, (Ито — Мото). 
ze [502] | 


ж) 如 果 Рахо 0, 则 z£ = 0. 
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ХВ 
Uz, = > 2, Cor 27, 
k 
所 以 
д: = Ус, 1% 
k 


(ou Оа ueo 2 an), 


[z | 


ЖЖ 
> 102 =1 a= Хей ci >0. 
м 
一 般 地 
z,= D cn z (4) 
n 


_ [l+ e, (4, — И) бе ie . — ... 
(cn — Ja | РД k, n 1, 2, ), 


并 且 
Ус =1, ú= Shes, ca2>0 (n=0,1,2,.). (5) 
k k 


现在 来 找 出 用 hri 表示 u, 的 关系 式 ， 对 应 于 公式 (1) 有 
B = L(z,) = 102099) 10а, e,2,) 


=- (Ur,- Wn-i1) T 2e,(Uzr, -1 2) + ey(Uz,, Z.) 
1-22, (1-1, 2.) T es (Z, Zn) | 


(2,-1, 2.) 一 (22-15 Их: — Hn-iXn-1) == 0, 
(02.1, Zn) = Ива, Za) = (Z, Zn). 


因此 


u, = Bai En En Zu) Le (Uz, Za) — 
и 7 
工 十 EC Za) 


p2 „(2 z, + HRUE 2.) — Hn- (2, zn) 
Неа» Zx) 


= з-у 
同时 , е, 满足 方程 
(2,, Za) ea Uz, 2.) —Ux-A (Ze, 2.) 12, — (5, Za) =0, (6) 
于 是 就 有 
= (Uz Zp) = Ив-1 (zn, Zn) 一 g3( Zn, Zn)? — e, (Z, 2»). 
由 此 , 我 们 得 到 


22, (2,, Zn) HER, Zas Za) —ё AEZ Zn) 
1+ 22(,, Zn) 


Hn= Hn- 
化 简 , 最 后 得 到 
Ln= Hn-i EnC Zns 2а). (7) 
因 2,220, 故 Un > и» MABEN U o ВЕН EC A) 
可 知 极限 存在 , 我 们 把 它 记 为 u 即 
u= limk ne 


由 《7) 推 知 
limen (2, Zn) — 0, (8) 
另外 ， 由 
le, (Uz,, 2.) | SJU Jen, Zn Zn) 
还 得 到 


lime, (Uz,, 2.) = 0. (9) 
(8), (9), 在 方程 (6) 中 让 поо 而 取 极 限 , 就 得 到 
lim(z,, z.) =0. 
因而 


Пт [Иа дь, J = пт, 一 0。 (10) 


H T U ЖЖ Я Ра} НУР, ARE Я а) 使 
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Вт, 收效， 从 关系 式 (10) 推 知 序列 {zi 收 敏 ， 设 z. >. 在 
Ñ 
Отт; — injini = rja 
оо ВЕ ЈЕ 8] 
0% -— иё = 0. 
因此 ，& 是 算 子 品 的 特征 值 而 是 相应 的 特征 元 素 ， 现 在 来 证 其 
A 二 4 МН. #=21. D и= 2,0521). НОЖ 


5 之 (с, = Пт, 23 k=1, 2, +). 
但 ks № (2, rž) 一 0, 因而 ї= CTs «Н.|с,| =1. 由 于 Cns 之 0， 所 
以 最 后 得 知 cs = 1 T 225%. 
ЖЕ", 由 (4) 式 , 得 到 


Спа ТН (1. — Hn-1) 人 Cr-19s Cs 
= < KES 
Cn Та» (Я, — Mn) Cr- ба” 


亦 即 这 个 比 式 随 % 的 增 大 而 减 小 .但 Ише, =, 1, К Нюс, у 
7 人 oo Jow 
= c = 0, 因此 


Cn 
lim = co, 
12° Са. jl 


但 这 和 前 面 所 建立 的 结果 相 了 矛盾 , 因而 мА, а. 
现在 来 证 明 整 个 序列 ts 收敛 于 zt Pc d 是 从 点 4 到 算 子 
U ре À, 后 所 余部 分 的 距离 ， 我 们 就 有 
аа 12,12 |2212 а, 0) — Са, rn) 
=-201-—е,1) 201-02) =2 e? 


5 500-4). 


注意 到 (5) 式 , 则 
6154 < 


" + < < " р 
A 
2 ` k k А 


于 是 
Jerat P KEA) e010) 1) 


因为 上 一 4 所 以 由 (11) 式 可 得 rrr. 

定理 全 部 证 毕 . 

注 ， 关 于 peA 的 收敛 速度 , 有 如 下 估计 

Ар. (1 +а,) CA — Hn) (a=1, 2, +), 
其 中 
_М-т-—4 
Мга’ 

而 序列 {2,} 单 调 下 降 而 趋 于 零 . 

因此 , mEn EZK, 使 得 g(1 十 ow) <1, ИЗО НАЛ, 
何 级 数 的 收 化 速度 ， 

由 估计 式 (11) 还 可 以 刻画 {x} 收 化 于 z£ 的 速度 ， 

关于 用 最 速 下 降 法 求 特征 值 的 讨论 可 参见 Самокиш[2]. 


$3， 对 椭 贺 型 微分 方程 的 应 用 


3,1， 我 们 来 考察 应 用 最 速 下 降 法 解 椭 贺 型 微分 方程 的 问题 . 
为 简单 计 , НАНА Е unu — A ЗЕ Е ЗА ТАДА: 


Тан O (69), rls=0, (1) 
其 中 wED, 而 DD 是 由 中 心 在 坐标 原点 的 圆周 仿 所 界 的 区 域 , 系数 a 
ж b 假定 是 连续 可 微 消 数 ，c 和 9 是 连续 函数 , 此外， 还 设 在 了 D 内 
+ a,b>0,c>0, 
方程 (17 两 端 作 用 以 算 子 一 A- ,得 到 一 个 新 的 方程 
Ох=—А фо (= Аф), 0) 
. 155 + 


# 138 BR: 22 lal We CHI W; U (D) iB ñ: S F e g ХИН 
所 构成 的 空间 ) ЖА. ЕЕ XIV. 6.3 тр рт ти П 


FE, ATIA Я УРА, РАС We. 

RIRE, РО АМ $1 НОЖИ Ни 
Wi k EER O БА З, A Lz ФИННОВ RLY Uz -一 
А-а СМ, МЕН Green 公 直 两 次 即 得 


l 、 Әу Әх ду 2 
(Иж, z) == (АГ, = (у, а) = | | 52 rasa 
Dp 


KEE əy) [í 

= вві = - | [rA "E 
л ах 197 | sdl ||rAydsdi 
D B 


= 人 " ⁄ «92)-- 20992) е2 lasar 


Ne a 155 n] Jer? ава. (3) 


由 这 个 关系 式 给 
we a ) EY [isti аа, 2), (4) 


D 
其 中 
m@==min[mina(s, t), minp(s, ¿)] (C(s, DED). 
ЖА ЛЕНЕ И ХІ. 4.3) 
Гео, 1) | dsdt Alxrl а, 
СИ у 


将 这 个 结果 应 用 下 C3) 式 , Шу 
(Uz, ofi 0) HEY ‘швы (а, 2), (5) 


其 中 
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б: 2тах[таха(=, t), тахб($, ё), Атахс($, #)] 
((=, РЕВ). 
其 次 , 象 导 出 (3 那样 , 我 们 可 推 知 等 式 
(Их, у) = (z, Uy) (6) 
对 任何 二 次 连续 可 微 函数 z，yEW4n 均 成 立 ， 对 照 (4)、(5) 和 (6) 
”可 知 作为 从 Win 到 二 次 连续 可 微 函 数 集合 上 的 算 子 U 是 有 界 的 ， 
又 因 二 次 连续 可 微 孙 数 的 集合 在 W5? Чи, О thak WiD F 
的 有 界 算 子 ， 关 系 式 (4)、(5) 和 (6) 这 时 可 延 拓 到 整个 空间 W8" 
上 ， 因 此 UU 是 自 共 轿 算 子 并 且 它 的 界 mw 和 以 有 如 下 估计 
т2207>0, М=р. (7) 
EB: В (2) ЕЕ TEE. WR ziEW 吧 是 初次 各 
WE, 则 逼近 序列 z, 由 可 按 XV. 1. 3 中 的 公式 


Tn Xi Epon (п=:1,2, +.) 
决定 , 其 中 | 

2, Ота фе А. (Еж, p), 
НИ, z, 由 方程 


Az Ltr- P, 2|[в=0 
kh. ÆT e 由 (3) 可 知 
ПКЕ (2). (8) ) Jasar 
(EA Zn) _ 


SW za Zd Е Ey S Tez? |7 
关于 这 个 过 程 的 收敛 性 , 由 定理 1 2 及 式 (7), 得 


ону созу 
(п 0,1, 2, +), (8) 

其 中 x* 是 方程 (2) 的 解 , 因而 也 是 边 值 问 题 (1) 的 解 ， 
3.2， 如 果 方 程 (1) 中 的 系数 a,b, e URAR p 是 多 项 式 ， 则 
» 157. 


MERER ИОВ, ЫТ, 初 信 z 也 取 为 多 项 
式 ， 为 确定 z1, 我 们 得 到 方程 
Az=p, (9) 

其 中 卫 是 多 项 式 ， 不 难看 出 , 这 个 方程 在 Wi 中 的 解 仍 然 是 多 项 
式 , 其 次 数 比 多 项 式 卫 的 次 数 高 两 次 ， 事 实 上 , 将 z 写成 

208,1) = (82--12—1)л(8, t), (10) 
其 中 x 是 一 待定 的 多 项 式 , 其 次 数 与 多 项 式 了 的 次 数 相等 .将 (10) 
式 代 入 方程 (9) 并 让 左右 两 端的 系数 相等 ， 我 们 就 得 到 确定 多 项 
式 z 的 系数 的 一 个 线性 代数 方程 组 ， 而 且 这 个 方程 组 中 自 变量 的 
个 数 与 方程 的 个 数 相 等 ， 这 时 ， 该 方程 组 的 系数 矩阵 显然 不 依赖 
于 2。 由 于 方程 (9) 的 多 项 式 解 (如 果 存 在 的 话 ) 是 唯一 的 ,所 以 这 
个 方程 组 的 系数 行列 式 异 于 零 , 这 就 保证 了 对 任何 多 项 式 р, 方程 
СУГЕ ап 104 

这 就 说 明 z, 是 多 项 式 ， 从 而 x1 = ze 一 ez 也 是 多 项 式 ， 容 易 
看 到 所 有 的 各 次 逼近 z, 都 是 多 项 式 . 

在 对 方程 (1) 作 出 熟知 的 正规 性 假定 的 前 提 下 , 上 面 所 指出 的 
情况 不 仅 可 建立 方程 (1) 的 广义 解 的 存在 性 而 且 还 可 以 建立 它 的 
古典 意义 下 的 解 的 存在 性 ， 为 此 ， 我 们 还 需要 一 些 函 数 构造 论 方 
面 的 知识 . 

3.3， 首 先 指出 两 个 类 似 于 Бернштейн 和 Марков 不 等 式 的 
RER. 设 了 是 nn 次 多 项 式 , 并且 

|2(8, |М (s, €D), 
这 里 轧 是 界 于 光滑 曲线 的 任意 有 界 域 ， 这 时 , 在 区 域 轧 中 有 
pls, t) 7 k P| < Au, (11) 
*) 对 于 方程 (9) 的 实际 求解 来 说 ， 比较 简单 的 方法 是 ， 人 先 不 管 边 值 条 件 面 求解 ， 


然后 再 求 具 有 和 零 边 值 癌 题 的 解 , 减 去 与 前 面 求 得 的 多 项 式 边 界 条 件 相 网 的 Laplace J 
程 的 解 ， 后 一 解 车 借助 于 将 解 展 成 Fowrier 级 数 来 求 则 非常 简单 ， 


* 158 • 


MED HERAT D 中 则 有 = 
Əp(s, t) др(5, 
k |< xu, [ER 


=< BnM, (12) 


ЖН ДАВЕН ГРБОТ р, 的 常数 . 
不 等 式 (11) 和 (12) 可 很 显然 地 从 相应 的 一 维 不 等 式 得 到 ( 参 
见 Натансон-Т, 第 169 页 和 174 Ш). 
我 们 还 要 证 明 如 下 引 理 ， 
ол икру» lufco p Вит (р, (13) 


Jule <А ши (о), [u ulew р Bin|u|wi o, 


(14) 
其 中 D, жар орет С елет АВС. 


证 ， 我 们 只 限于 了 是 中 心 在 坐标 原点 的 圆 的 情形 来 证 明 ( 当 亡 
是 一般 的 有 界 域 时 , 只 要 作 不 大 的 补充 论证 即 可 )， 命 
pts, t) |" | PC, t)dsdt, 
我 们 就 有 
pls, 0) 110162, (Cs, ЕР), 
丙 次 应 用 不 等 式 (11) 后 得 


Fols, t) 
|p(s,t)|2= — 989 ` 


KA? (2n 2)*(2п-+ 1)*тах|ф($,#)| 
«Ат рН, 
由 此 即 得 (13) 中 的 第 一 个 不 等 式 ， 用 (12) 式 替换 (11) 式 ， 可 类 似 
地 建立 (13) 中 的 第 二 个 不 等 式 . 
将 刚 建 立 的 不 等 式 (13) 应 用 于 导数 , 则 


Е ` 2 < Аи ОР Дар |w; 
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对 导数 ?也 成 立 类 似 的 不 等 式 . 最 后 后 ,由 (11) 并 根据 嵌入 定理 , 可 得 


(p(s, | 53 Ат? fpl CAn [ры о. 
对 比 所 有 这 些 不 等 式 , 我 们 就 得 到 (14) 中 的 第 一 个 不 等 式 

[Ple o = тах! p(s, t) |+ max [PSE] mag 2252-07) 

Ан. 

《14) 中 的 第 二 个 不 等 式 可 类 似 地 得 到 . 

3. 4 我们 再 回 到 方程 (1) 来 讨论 ， 先 设 系数 a,b,c И Фф 
ELIK. 如 果 初 值 ze 也 是 多 项 式 , 则 正如 3. 2 中 已 经 讲 过 的 
那样 ， 则 所 有 了 以 后 的 各 次 通 近 х,(п=1, 2, …) 也 都 是 多 项 式 ， 这 
EF, 如 果 a, b, c 和 9 是 次 数 不 超 过 m 次 的 多 项 式 ， 而 to ENRE 
项 式 , М] Lz 将 是 次 数 不 超 过 m+ МКИ, z1 将 是 次 数 不 超 
kE m+ ИМИ. НИ, 如 果 zo=0, 则 z, 因而 2 古 次 数 
不 超过 tw 十 2 次 的 多 项 式 ， 重 复 上 述 的 讨论 ， 即 可 得 知 z, 是 次 数 
不 超过 (m2) n 次 的 多 项 成. 

根据 估计 式 (8), 我 们 得 到 


ETETE И) меи! 


<20 (Ey 
(&=1,2, ++). 
因为 莽 tet- 在 次 数 不 超过 (十 2) 有 次 的 多 项 式 , 所 以 由 引 理 
本 得 
[2 = tr- letom Аз(т- 2)" 9 (k=1, 2,1), 
其 中 


б-а 
9: ра . 


由 此 , 多 次 应 用 不 等 式 (11) 后 得 
. 160 ° 


[а =, [сер А (т 2) 774 * (k, p= 1, 2, Je 
(15) 
因而 , 级 数 


2*(8, 1) = 2 [z,(s,t)—z, 1 (8,8) ] (16) 
可 以 逐 项 微分 了 次 .换言之 ,方程 (1) 的 解 具有 任 音阶 的 导数 , 而 且 


2—2, |су = >) |z, —z, ..1<45 (m+ 2) в]279" 


k=nh+1 


(n=0,1,2, =°), (17) 


ЗБИО T EEA ЗНОВ ЛЕУ (а ERER E S 3k — sk 
收敛 于 解 x*. 

更 进一步 ， 如 果 利 用 关于 用 多 项 式 逼近 解析 函数 的 Бернш- 
тейн 定理 (HaraHcoH-I， 第 228 页 )， 则 还 可 以 得 知 解 z* 是 
HRI. 

现在 转 和 人 到 另 一 种 情形 的 讨论 , 即 假定 方程 (1) 的 系数 和 右 端 
函数 是 任意 次 可 微 的 国 数 ， 为 其 体 起 见 ， 璧 如 说 假定 ea МЫ Bf 
Но ПЕ, c 和 wp 具有 直到 » 阶 的 导数 ,并 且 a bp 
Cw 十 1) 阶 导数 及 c 和 yp 的»z 阶 导数 满足 指数 为 a 二 0 的 Lipschitz 
条 件 ， 由 Jackson 定理 ( 见 Xappnx[L1])， 可 求 得 次 数 不 超 过 % 次 
的 多 项 式 Gn, On, c, 和 Ф, 使 得 
К 


У+1+ға» 


la(s,t)—a,(s, 015 


Ë [a(s,t)—a,(s,t)] < > 


_ К 
P аб», t) а, (s, t) ] < 
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IDCs, £)— bals, t) [<Er 


|, Db DI |, 
|57608, 6) bals, Кя К, 


[e(s,t)—c,(s,1)| <, 


lols, t)— Pn 

以 L, RRE L ПАЗ Gn b,, c, 代替 其 中 的 a, b, 

с 后 得 到 的 算 子 ， 易 见 ， 如 果 半 充分 大 ， 我 们 对 算 子 L. 应 用 最 速 
下 降 法 ,并且 可 以 认为 量 < 和 有 也 适用 于 算 子 L,. 用 xz 中 表示 方程 


Lrt = Prs zs 一 0 (18) 
的 解 : 并 来 估计 这 两 个 解 之 其 
[299 -- Г, |р SEOBE |. 
Js 

-|- | (a—a | elg 9 ~(b—b Е ) 

п Әз? n 

22.0") 
+a- есь 
K, [5% gz" Ig” 
< [| Js L? gJs?’ L? + gt | 
2 1.69) 

а, а | рае, 


其 次 
[La у СЕ Lr |+ (L — =] 


十 上 Pa 一 om < АЕ 


п т 
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根据 Бернштейн-Ладыженская 不 等 式 ( 见 Ладыженская, 第 一 
党，8 6), 得 到 
о у SC K |LG — 99) | 


1 ° 1 1 
< nF 212% |w, 2 十 7 а) 


МЕ 


(19) 
Хо О GEH n 是 一 个 充分 大 的 固定 的 数 ) 应 用 不 等 式 
(19) 并 在 其 右 端 用 较 大 的 和 |z "01 十 lz 一 2 中 1 代 赫 [z 中 IL， 即 
证 得 量 ]z" 2 一 zw 的 有 界 性 (不 依赖 于 m) 因而 lz 也 有 
界 ， 在 (19) 中 令 % 一 m, 利用 已 经 证 明了 的 有 界 性 ， 可 将 这 个 不 等 
式 写 成 


[2% 


«ой. (20) 


取 h>0( 这 个 的 选择 在 下 面 还 要 讨论 ) 并 考察 自然 数 n, = 
ГАКА ЕЯ а), 其 中 [h*] 乃 表示 数 h (01, 2,…) 的 整数 部 分 . 
对 每 个 函数 oo 按 最 速 下 降 法 构造 有 阶 有 逼近 sO OER 0) E 
元 素 )， 正 如 上 面 已 经 讲 到 过 的 ，z4"0 是 次 数 不 超 过 (zz ВК 
的 多 项 式 ， 我 们 来 估计 两 个 这 样 的 多 项 式 之 差 ， 首 先 ， 

ао о ll fea aem | 


+ [20% — gmd], 


由 (20) 知 
|r V — g- -1) |w, (2) < Ks <. (21) 


not ny 
其 次 , 由 估计 式 (17) | 
ито аро оаза, Ов, --2 44° (61,2, =). (22) 
因此 
КО 
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关 在 范 数 符号 内 的 表述 式 是 一 个 次 数 不 超 过 (п, t 2)k 的 多 项 式 . 
所 以 由 引 理 及 不 等 式 (11) 可 得 


ро zs eP 

KKL (not 2) he?) KL +2) hgr ен 
由 于 n, <, ЭМ, E ута>2р—2, ЗА АН krc, 
MAR De t, Ла) ERARA С hiar, HHA 


ЛЕО Е С hACE. RB p А н РАК 


rx(s, 6) = іта" (s, £). 
天 下 oo 


如 果 р>2, 利用 同一 个 估计 式 ， 则 不 难 验证 z 满足 方程 (1)， 
亦 即 它 是 边 值 问题 的 古典 解 。 因 此 , 如 果 "+a>2， 特 别 当 > 一 2， 
即 车 系数 e 和 5 存在 三 阶 导 数 , c 和 9 存在 二 阶 导数 , 而且 这 些 导 
数 还 满足 指数 为 某 &>0 的 Lipschitz 条 件 , 则 存在 古典 解 . 

利用 对 内 子 域 的 估计 作 类 似 的 讨论 我 们 可 得 当 »=1 时 解 在 
内 子 域 中 二 次 连续 可 微 ， 

最 后 指出 ， 这 个 方法 还 可 用 来 研究 更 复杂 的 问题 ， 对 于 刀 不 
是 圆 形 区 域 的 情形 , 如 果 可 经 光滑 的 变换 使 它 变 成 圆 域 , 则 仍 可 应 
用 上 面 的 结果 ， 只 要 稍 加 改变 ， 这 个 方法 还 可 以 应 用 到 具有 更 多 
变 元 的 高 阶 方程 上 去 . 


$ 4， 可 微 凸 泛 函 的 极 小 化 
4.1、 我 们 在 这 里 来 研究 最 速 下 降 法 对 于 可 微 严 范 极 小 化 的 
应 用 ， 定 义 在 Banach 空间 和 НУ D PRIE EA xEX 处 是 可 
微 的 , 如 果 可 以 找到 线性 泛 函 了 使 得 对 于 REX 成 立 如 下 等 式 
Ф(х А) = PT) IR о), 
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Ж оС) / || А0 时 趋 于 零 ， 这 里 的 泛 函 了 就 称 作证 本 加 
TEI æ Abhy (Fréchet) 导数 并 记 为 Or) (关于 Fréchet 微分 见 
ATER). 

ik X iè Banach ях ја], MRE НХ 4 fB 26 E, 将 X 假定 
为 实 的 Banach 空间 是 较为 方便 的 .这 一 点 是 与 上 一 节 的 情况 
不 同 . 

我 们 来 考察 在 X 中 定义 的 而 且 是 可 微 的 泛 阔 四, 并 说 明 如 何 
确定 这 个 泛 函 在 某 个 点 EX 处 的 最 速 下 降 方向 ， 因 为 Ф 是 可 微 
的 , 所 以 这 个 泛 函 在 点 2 处 沿 方向 z 的 导数 可 以 写成 


ЕТ ту (Фе Faz) --Ф(х)) 
1 > jp "Е. 
=? = 00а) 
由 此 可 知 : 其 范 数值 等 于 1 m А7710 ФА хД 
最 速 下 降 方 向 的 向 量 У БА ВЕЕ ВА DB'(7Y) 在 单位 球面 上 的 极 小 点 
相 重 合 , 亦 即 应 由 条 件 


Ф'(=) (у) =НИФ (2) а) (1) 


来 求 这 样 的 向 量 y. 因为 线性 泛 函 不 一 定 在 单位 球面 上 取得 极 小 
值 ,所 以 最 速 下 降 方向 可 能 不 存在 ， 但 是 , 不 难 指出 使 得 线性 泛 困 
@(z) 在 单位 球面 上 取得 极 小 值 的 充分 条 件 ， 例 如 ， 当 习 是 共生 
TAA Banach 空间 Y 而 泛 函 D(z)(zEX) 属 于 Y 时 就 可 保证 
线性 泛 函 DB'(z) 在 单位 球面 上 取得 极 小 值 (确切 地 讲 , 这 时 是 取 Y 
MRA Y МЕЛ, Ш X*=Y**)， ERE MERETE X= 
У 中 按 ( * )- 弱 拓扑 意义 下 是 紧 的 ， 故 @'(z) 在 这 个 球体 上 达到 
极 小 ， 从 而 也 就 在 单位 球面 上 达到 极 小 ， 特 别 , 如 果 空 间 X 是 自 
БЕН, 则 最 速 下 降 方向 显然 存在 ， 
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Fi, 我 们 不 限 十 只 考察 自 反 空间 这 种 特殊 情形 , ПА № 
H X ЖЕ ФЕ ЧЕ FR ИЕ W BB pho НМЗ. 

ДОН X 是 严格 是 的” WAC ule pe k F F АЕ 
一 的 ， 当然 ,一 般 情况 下 并 非 如 此 . 

O ARO) EI, 最 速 下 降 方 向 实质 上 不 仅 依 赖 于 泛 国 而 且 依 来 
于 赋 范 空间 。 如 果 采 用 别 的 范 数 , 尽管 是 与 最 初 的 范 数 等 价 , 则 最 
速 下 降 方 向 可 能 会 改变 、 由 (1) 和 等 式 

Гафт) а) = — 50р; —Ф'(1)(2)) = – iD (=) 
排 知 , 方向 Са = ЕЕ ЕЈ 
Ф' (2) (0) = —1Ф' (х). (2) 
对 二 任何 zEX, ВЗА F ЙА 
—Ф' (2) (2) <1Ф'(2) 1141. 
所 谓 最 速 下 降 方向 可 以 这 样 来 刻画 在 这 个 方向 上 使 上 述 不 
伟 式 变 成 了 笑 式 ， 这 一 点 就 使 得 我 们 可 以 在 茶 些 情 况 下 通过 简单 
的 计算 找 出 最 速 下 降 方 向 ， 试 看 以 下 几 例 : 
1) 设 X 是 Hilbert 空间 ， EAD (0) (2) = Фо 
者 , 同样 地 ， 等 式 ( 一 加 (7), 2) =] —Ф' (х) 121) 481 D a) 
和 2 使 得 Саосћу-Буняковский 不等式 成 为 等 式 ， 这 就 说 明 这 
两 个 向 量 是 成 正比 的 ， 即 ; 存在 А220 使 得 一 B(x) = Az. 因此, м 
量 一 B'(z) 就 给 出 了 最 速 下 降 方 辣 ， 
Ж. 如 时 是 Hilbert 宏 间 ， 则 《xz) 可 看 成 向 一 个 空间 XX 
中 的 元 素 , 12 C S: НИЕ ФЕ хе. 因 些 , 在 这 种 情 
*) Banach 空间 X 称 作 严格 四 的， 如 果 三 角 不 等 式 中 的 等 式 只 对 于 正 的 “成 比 
例 ” 元 素 成 立 ， 换 言 之 , ARAR аир аА ЯН 220 # z= Лу. № 
果 基 是 严格 凤 的 ,x,yEX ЗЕН а lye etle, W z=g. Lab Op 
+ co) 就 是 严格 凸 空间 一 例 . 
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RT, 最 速 下 降 方向 称 作 反 梯度 方向 . 

2) ЖХ=Е?(а, Б) (1<р< гоо), 分 析 一 下 Helder PEA 
中 等 号 成 立 的 条 件 ， 则 不 难 知 道 在 点 2 处 的 最 速 下 降 方 向 由 
公式 

(0) == — [91809(#)119(#) [97 
给 出 , Ж 1/р--1/9=1, y 是 空间 Lx(a,5) 中 对 所 有 UEL? (a, b) 


ВЕ Фа) и) = коже 成立 的 元 素 ， 正 象 上 一 种 情 
况 一 样 在 这 时 最 可 下 降 方向 也 是 唯一 的 

з) ВЕ X— L=(a, DIER @'(z) (zGL”(a, Б) T: L'(a, b) 
(也 就 是 说 Bz) (u) = | усаа) а), Joh YEL a, b), ЖЖ 
情况 下 , 一 般 来 说 , 最 速 下 降 方向 是 不 唯一 的 。 任 何 使 得 vrai sup 
асв) |=1 f B. 202) = —signz(z) GRR y(1)=50) № J N| Eñ 3⁄ = 
均 给 出 最 速 下 降 方向 (如 果 集 合 {: yG ЗОНАМИ, 则 最 未 
下 降 方向 是 唯一 的 ). | 

4.2， 在 对 最 速 下 降 法 进行 研究 之 前 , 我 们 先 引入 儿 个 定义 . 

点 zEX 称 作 泛 函 B 的 局 部 极 小 点 ， 是 指 成 立 着 关系 Фу 
Dla), 其 中 z 是 以 > 为 中 心 的 某 个 球体 中 的 任意 元素， 如 果 对 于 
所 有 的 z€X 均 有 PCSO), Ща RERO HAR UA. 

点 < 称 作 可 微 泛 函 四 的 驻 点 , 是 指 O(a) =0. 

在 研究 极 小 值 时 ， 我 们 在 1. 1 中 所 考 罕 过 的 实 变量 的 ия 
pla; zz) 二 四 (z 十 az) 有 重要 的 作用 . 

不 难 证 明 ; ЖФ даре Ва, ME фСа; х, z) 对 任何 sj 和 zz 是 
a 的 可 微 函数 并 且 Ф'ба; z, 2) 二 DB'(z 十 az)(z)， 利 用 这 一 事实 我 
们 来 证 明 : 局 部 极 小 点 是 驻 点 ， 事 实 上 , 如 果 在 点 二 处 达到 局 部 极 
小 , 则 对 任意 的 z€X, 函数 p (a; z, 9) 在 a=0 的 实 直 线 上 取得 局 部 
极 小 , 因此 Ф (0; а, =) =Q'(z) (z) =0, 这 即 表 明 z 是 驻 点 . 
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ИШЕ. ПФЛ, HDE АЕ A JY 
小 点 ， 
给 定 在 线性 空 3 间 X EAZA DREZE, eta FERN 
2, ZEX 和 实数 ta 0G t t DRaa КРЛ 
Ф(#,т, + toza) St Blr) + EDlr). 
Ф ENZA, 则 对 任意 的 xX 和 zz 来 说 pla;x, z) ERK HREH 
LEA e, ХИП 
plia t tAr, 2) Stipa; 2, 2) + tp (Qo; т, 2); 
这 里 的 ta tz, а, as 均 是 实数 , 而 且 t #220, 6,5 62-1. M pla; 
7,%) 的 西 性 可 知 这 个 函数 的 导数 不 下 降 . 
引 理 1。， 设 四 是 同 可 微 泛 函 ， 那 么 , ФИ 每 个 驻 点 均 是 该 汉 
证 . ож, Хинт. МУЖ 
pla z, 2) 的 导数 不 下 降 ， 所 以 利用 Lagrange 公式 就 有 
Ф(х 2) —@(z)= p(1; z, z) —ф(0; z, z) 
= p' (0; x, z)2>g'(0;z,z) =@'(z)(z)= 0 
С 0<0<1). 这 表明 对 所 有 的 EX ЖЖ @(z а) 
Dla), 这 正 是 所 要 证 明 的 . 
下 面 将 谈 到 最 速 下 降 法 的 收敛 性 问题 ， 即 这 个 方法 收敛 于 泛 
图 劝 的 驻 点 的 问题 ( 当 更 是 凸 泛 国 时 就 是 收敛 于 它 的 全 局 极 小 点 
的 问题 ). 
关于 收 全 性 的 基本 结果 只 有 当 泛 函 旬 的 导数 在 茶 个 球体 中 满 
E Lipschitz 条 件 ， 即 存在 数 工 使 得 对 这 个 球体 中 的 > 和 2 有 如 
下 不 等 式 
[Ф' (2) –Ф'(2) 1<112— 21 (3) 
ЮА r. 这 时 要 用 到 下 面 的 引 理 . f 
引 理 2， 设 导数 RAE Lipschitz 条 件 (3), 其 中 > 81 z МЕ 
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Фа) Фа) Ф 0а) а) 20408, 


证 ， 利 用 函数 p(a;x，2) 的 可 微 性 和 这 个 函数 的 导数 的 表达 
ФЕ Ф( ут, 2) =9(0;1,2) + | p'a; s, 2)da 
= ф(х) + | stas) а)ба 


— (z) + @'(z) (z) + | ' (Dle +az) -D'ea 


<@(z) t @'(z)(2) + | |@'Gz+az)—@'(z)||zlda 
ФФ (2) + Lla]? | ada 
= (z) + @' (z) (z) + (1/2) 140°. 
引 理 得 证 . | 
4.3. 我 们 应 用 最 速 下 隆 法 于 泛 函 多 的 极 值 问题 ， 换 言 之 , 我 
们 来 研究 序列 Eos Lis "t'y Ти, … 的 情况 ， 其 中 
Z. Ln-1 ёа (п=1,2, =), (4) 
2, ВАЗ ФЕ A tei 处 的 最 速 下 降 方 向 (如 果 有 多 个 最 速 下 降 方 
向 , 则 从 中 任 取 一 个 作为 2 ,而 г, 从 条 件 
Planit Enn) =min@(z,_ i +az,) 


求 得 ， 因此， 下 降 值 按 1. 1 中 所 指出 的 第 二 个 方法 选取 .当然 ， 
如 果 人 多 是 严格 凸 泛 孙 ， 这 两 种 方法 是 一 样 的 〈@ 的 严格 同性 乃 表 
ВЯ; 对 于 z. EX, 1,7158, t 220, 4, t,— 1 成 江 严 格 的 不 等 关 
ФН) <t (а) + tD (z,); ЛР 
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pla; т, ЗВЕНЕ p (a т, 2) 是 严格 上 升 的 , 因而 g (as z, 2) 只 能 在 
一 点 变 成 零 , 由 此 就 推出 了 这 两 个 方法 的 等 价 性 ). 

下 面 我 们 不 再 特别 说 明 而 假定 : НА СХ 使 得 Lebesgue 
集合 Q = (€X: B(x) 志 D(z0o)} 有 界 .还 要 指出 的 一 点 是 : Оо 
(2 二 0,1,2,…). В, 还 将 假定 对 所 有 的 % 均 有 |znl 王 1. 

定理 1.， 设 泛 函 多 的 导数 在 以 零点 为 中 心 而 以 RR(B>R-… 
supjzl) 为 半径 的 球体 中 满足 Lipschitz 条 件 (3)， 那 么 ， 按 公式 
ии {2} Eda Ф’(т,)>0. 

ЩЕ. I Оо<а<в'-А. ВХ, PEIE en т Фа, 1 
ура 利用 引 理 2, 我 们 就 得 到 

OLEME E 1 ал,) 


«Фа, 1) афв, 0) Cn) F Le 
(其 中 工 是 一 当 数 , 由 Lipschitz 条 件 来 确定 )， 由 这 个 不 等 式 以 及 


关系 式 (2) 推 知 
Фа) 2 ФО) 1а, 


设 。 是 任意 的 正 数 而 <min(e, В’ — В). ЈА Qi 的 有 界 性 和 Lips- 
chitz 条 件 推 知 泛 函 下 有 界 ， 因 为 序列 B(z,) 下 降 ( 按 其 构造 》 
并 且 有 界 ,所 以 这 个 序列 收敛 , 因此 对 充分 大 的 将 有 志 (D(zn-1) 
Pa) < 达 e， 对 使 这 个 不 等 式 成 立 的 1 来 说 ,就 有 
196,115), 

这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

推论 ， 序 列 (4) 的 极限 点 (如 果 它 存在 的 话 ) 是 驻 点 . 

在 某 些 情况 下 , 基于 紧 性 的 考虑 ， 可 以 证 明 , 对 于 其 导数 仅仅 
连续 的 泛 淫 来 说 ， 基 最速 个 降序 列 收敛 于 该 泛 国 的 驻 点 ， 我 们 给 
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出 一 个 这 样 的 结果 ( 见 Curry[1]). 

定理 2， 设 X НИТТЕ НИОР Я. ЯВА, 

证 .首先 指出 : 从 空间 X 是 有 限 维 空间 以 及 Q, 是 有 界 集 这 
两 个 事实 即 可 推 知 序列 {z) 的 极限 点 存在 ， 设 9 是 这 样 的 一 个 极 
限 点 ， 即 y 一 limzw。 不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 存在 着 极限 ал, 
= 了 AHEM a, 设 

Wn, (0) = (Фа, Баль, а) Plin, )) =D (En) бн): 


(5) 
从 定理 的 条 件 推 知 存在 lim wa, (а) =w (a), ЗЕН, 


w= (Фа) —Ф(4))-@' 4). 


UDHE y KEWER, 所 以 Timw(a) =0， 由 十 下 降 值 的 选择 ， 
D(zn,+1) = D(za,t Engt Zn) «ФС, “п, +1), 


因而 再 由 (5), 即 得 | 
Ф(т, ) SPE) l aO (ти, ) (zn,+1) 十 aw, (a). 


因为 a>0, 所 以 | 
DEn (z, Фе, Фа, 0) аа). (6) 


ТЕ (6) 式 中 令 1 一 co 取 极 限 ， 考 虑 到 lim(@(z,.) — (z... ,))=0 
并 利用 (2), 我 们 就 得 到 | 
|Ф'(у)] =D ajwa). 
由 于 Ишь (ас) =0, 从 而 定理 得 证 . 
4.4， 如 果 外 是 凸 泛 函 ， 则 可 进一步 指出 晤 速 下 降 法 的 收敛 
19 8, 
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引 理 3， 设 中 是 作 X РЕН, 9 ФСО. J 
2, 在 在 数 c> 0 使 得 
Ф(2,) — QED (xr,)|. 
证 ， 因 为 集合 Q = {26Х: PSD) 按照 假定 是 有 界 的 ， 
所 以 集合 0—0, (z: 2121—2221, 2.200} 辣 样 是 有 界 的 ， 我 
们 来 证 明 ; с 可 以 取 为 以 零点 为 中 心 且 包含 О, (2, BJ ERB E) >Ë 
ie. ЗИ p (a; zw 2) 的 导数 g(a; x,，z) 不 上 升 (由 于 外 是 
Ни ВА) Н.Н Lagrange 公式 , 我 们 就 得 到 
D(x 2)— PDF) = p(1;z,,z)—@(0;z,, Z) 
=p 0; n, 2) EP (0; хи, 2) = PD (x,) (z) 
(其 中 0<0<1)， 由 此 得 到 
min Plr Ба) Plr) 2 min 中 (1p) (2). (7) 
因为 ziE О, МА BD- DR r, ВЯ: r BD. 因此 
9= inf @(z)< inf @(z,+z)< inf D(z). 
从 Qo 的 定义 可 推 知 Q= inf P(x). 此 外 ,还 有 
inf D (+, ) (2) c inf Ф'(т,) (2) = с] Ф’(а,) |. 
从 上 上面 得 到 的 关系 式 及 (7) 推 知 有 
9—Ф(а,) > — e|@'(z,)]. 


引 理 得 证 . 
推论 ， 如 果 引 理 3 的 条 件 成 立 并 且 定 理 1 或 定理 2 的 条 件 也 
RA MEAE EBEFA ， 


在 导数 D (z) 满 足 Lipschitz 条 件 的 假定 下 可 以 得 到 序列 
(PCr) 的 收敛 速度 的 估计 . 
定理 3， 设 四 是 在 X ГРИН Н ФЕ X Е 
是 Lipschitz 条 体 (3)， 在 这 些 假定 之 下 ,成 立 如 下 估计 式 
@(z,) —Q=0(1/n), 
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th Q= = inf pla). 
证 . EME KEA. 
引 理 4， 设 数 1,>0(п=1,2, …) 有 具有 这 样 的 性 质 : 对 某 个 


PE U A M 


~ 


WE. 因为 序列 Àn 是 下 降 的 ， 故 
Àn Ån Ах (Z -—1)> HA +1, 


由 此 推 I> +! 
令 v. = Aan, 由 上 一 不 等 式 再 经 简单 的 变换 就 得 到 
Pn ntl 
> tH z) (8) 


КИН № п 有 Va .1222/и, И 则 | 由 (8) 推 知 Vry Ул. 这 样 一 来 就 有 
Varı max(2/ u, Va), 由 此 推 知 对 所 有 的 区 均 有 >, тах(2/и,з,). 
引 理 证 毕 ， 
定理 3 的 证 明 . №4,=Ф(а,) —Q ВЕХИ Ут ВЕ Л, 

>0， 我 们 来 证 明 这 样 的 和. 对 某 个 &>0 满足 引 理 4 的 条 件 ， 为 
此 , 我 们 首先 来 估计 2. А, Dlan) Dlan). МУ 2 ЖА, 
对 所 有 的 实数 & 均 有 

Фа, ал, д Фа.) HAD (zn) ала) Млн. 
KH Zaal =1 而 Ф'(х,) (Zn+1) 一 一 ID (za) 1, 所 以 

Ф(2, 十 62,41) <Ф(х,) —&[Ф'(2,) | +91 Ы (9) 


АООТ LERE ее f B h 


值 )， 由 (9) 式 并 考虑 到 & 的 定义 , 我 们 就 得 到 
А. — 2, = Pln) — Plan ED) — Dry tEn) 
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另 一 方面 , 由 引 理 3 可 知 , 对 某 个 c>0 将 成 并 不 等 式 
4. =Ф(а) -Qc |D (rz) (n=1,2, D), 
因此 , 对 所 有 的 ? 


L 
A, — A, nzm 


考虑 到 引 理 4 的 结果 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

对 于 在 定理 З 中 所 考察 的 广 证 的 一 类 光明 来 说 ， 其 收 敏 性 的 
估计 未 必 能 再 得 到 改善 。 但 对 于 “好 的 * 泛 孙 来 说 ， 方 法 的 收敛 性 
实际 上 是 更 快 一 些 ， 定 义 在 Hilbert 空间 H KZRA D 
称 作 是 强 凸 的 , 是 指 存在 正 数 М 和 m 使 得 对 所 有 的 z，zEH EH 

mz <E" (2) (2), 2 = M |= |°. (10) 
这 里 的 Ф (2) ЛЕРА ФЕ yi z ЕН РЖ. ЖЖ ИЕ: ТВА 
q huwa m kaa S ФИЛ, КО) ЕЕВС Ф” (z) 
ХРЕН СН ди: НИМ НЕХ ГПУ НВ 于 目的 常数 
АН. 特别, 在 $S 1 中 所 考察 过 的 二 次 沦 国 眉 是 强 凸 的 (对 主 所 有 
HJ z, 均 有 (z)= U). 

ХРЕН к ВЕЕТ, ВЖЕ $ 1 中 对 
二 次 泛 藻 所 得 到 的 结果 相 类 似 ， 可 以 证 明 ， 对 任意 的 z CH 集合 
2, = {2EH, D(z) 夺 D(z0)) 均 有 界 , 而且 泛 函 外 在 这 个 集合 上 取得 
ЛМЕ (HT zo 的 任意 性 ， 实 际 上 是 在 整个 空间 上 取 得 极 小 值 )， 
企 这 种 情况 下 ， 极 小 点 x* 是 唯一 的 ， 正 如 对 二 次 泛 函 一 样 , 成 立 
着 如 下 的 收敛 性 估计 


‚) P M EMX-H 到 X 匀 :的 线性 算 子 , 它 由 关系 式 中 x48) 一 了 D(x) tD) 
(Во) ВЕ, И? „д. ИЖ НЕ. 
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ЛГ тү" 


рО 22. 
|z, я «с (1: —" , 


其 中 C 是 依赖 于 初始 点 то ERDI ТЖ. 

4.5， 最 速 下 降 这 一 思想 应 用 于 条 件 极 佑 问题 的 求解 是 最 寅 
有 成 效 的 ， 局 用 最 束 下 降 思 想 寺 条 件 极 值 问 题 的 解法 之 一 即 归 之 
于 所 谓 的 条 件 梯度 法 . 

WO Banach 空间 和 р. 假定 集合 吕 的 结构 
极为 简单 , 即 线 性 泛 函 在 上 的 极 小 化 问题 的 解 是 已 知 的 ， 其 次 ， 
假定 外 是 定义 在 包含 介 的 森 个 开 域 玫 的 可 微 ( 推 线 注 ) 泛 次， 现在 
的 问题 是 要 求 泛 函 吕 在 日 上 的 极 小 住 。 条 件 梯 度 法 使 得 我 们 可 以 
作出 一 个 序列 to Zi £a e, ta en ООЛ AER Е ЕЛЕ 
АЛЯ. ЖЕ zo TRO PC. ДИ т UL 26 得 到 ， 则 
zn+! 可 按 如 下 公式 来 确定 

Xp 一 

其 中 260 由 条 件 @'(z,)(z,) = min (e) (2) ЖАН, 下降 值 en 
则 由 等 式 Plen) = min (z, (2, ЖК, Об FE 
值 还 有 其 他 可 能 的 方法 , dH AJI R ВАЖНЕЕ Y). МИ, ИЖ 
在 最 速 下 降 法 中 按 使 B(x) 在 单位 球面 上 上 (球面 的 方 回 ) 达 到 极 小 
的 原则 求 下 降 的 方向 ， 而 接 使 泛 函 在 射线 方向 上 达到 极 小 的 原则 
求 下 降 值 ， 虽 在 条 件 梯 度 法 中 就 是 按 使 D(z) 在 集合 吕 上 达到 极 
小 的 原则 求 下 降 的 方向 , ТР ТУ ВА Ф ФЕБ НСО, 1 上 达到 极 小 的 
原则 求 下 降 值 ， 相 略 地 讲 ， 条 件 梯 庆 法 万 是 在 以 上 限制 之 下 求 极 
值 的 最 速 下 降 法 的 变型 . 

对 于 条件 梯度 法 , 类似 于 定理 1,2,3 的 事实 世 成 这 ， 这 有时, в 
ПЕ ОЕА ФЕВ О LAJE, Ор S ming’ gz). 
容易 正明 ; ФЕЯ ERAAI ЖФ EZA, М 
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ФО БИО Ф HA ihia. WE X Æ Hilbert 空间 ， 
ФЕ, inf |9 (z)|2>>0, Q 是 强 凸 集 ( 亦 即 存在 20 使 得 对 


于 每 个 z, ER НУР Арне, 这 里 有 过 iz l, WREE 


梯度 法 所 构成 的 序列 以 几何 级 数 的 速度 收 敏 十 到 在 只 上 的 唯一 
极 小 点。 关于 条 件 梯 度 法 的 详细 叙述 可 参见 Демьяноь 和 Py- 


бинов, 


$5. IRF Emn БАЧАМ 

5.1. ЖЕ S 4 PERZ ГЕЯ Z 的 极 值 问题 中 
的 最 速 下 降 法 ， 下 面 来 研究 有 限 维 欧 氏 空间 В” АМ ВЯ 
问题 ， 

ИФ Ў ВО. 众所周知 (例如 , 参见 Рокафеллар), 
В" БИН ВА ДЕРЕ 26 ЙУ, 

向 量 vER” KAZADA а ДЙ СВЕ, J5 JE ЖЕЛТ f 
2С" Е 

Ф(2)2>Ф(2) + (0, Z —z). (1) 

次 梯 庆 的 集合 是 非 空 的 . 凸 的 . 闲 的 和 有 界 的 ， 这 个 集合 称 作 
НФ z 处 的 次 微分 并 以 3D(x) 来 表示 ， 次 微分 乃 是 一 种 多 
值 映射 ,对 此 将 在 ХУТ, 85 中 详细 论 及 ， 我 们 在 这 里 只 指出 一 个 
事实 , НПИ IO Е ЕЕ): 如 果 er, vo, H vE 
IDC), Ш осЭФ(а). 

ERZA Ф EJI A p Aa, BA F EE Й ER” ЖУЕВ", 
存在 

Пт lim [Фа нау) D2)]= S (z), 

ЗЕН. 


O PERRE ML 4. 2 所 述 ， 
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‚ ,DO о ` 
Эх)” max (6.2). (2) 
ДЖУН. 
ЭФ . аф 
ду00) (9) nf у), 


WE Ул ие) 2612 РА ФИ: АЕ z Rb pY ЕЩЕ FEE ЈН). 


从 (2) 可 以 看 出; qH E inf Š AOR 0. рс F Jr PAE 
ПЕ -i H. РЕД H 25 < 
_ Z) 3) 
0 0) 


RH, E| z(e) min іа] = p(z). 


引 理 1. ПИРА ФЛЕ а z Rikli fE К" 上 的 最 小 值 的 死 分 
必要 条 件 是 


inf E (#20 (4) 


Пун 1 
证 ， 必 要 性 显然 , 我 们 只 证 充分 性 ， 也 就 是 说 要 来 证 明 当 (4) 
АЕ ВГ, АНЛА а У, Л ПЕТ, 设 在 在 点 2 使 得 


Ф(2)-Ф(г). ВИЖ ЛНУ т. 按照 凸 泛 中 的 定义 ， 
对 于 小 的 将 有 
Dlr- ay): Q (1S2) 
“(1-1 gew +09 20, 
因此 
= lim ОК 
т sta tel m Pr) < 
12 
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АСКОН ЛЯ. 
МАНЕ, RIED 等 价 于 
0cac(z). (5) 
АЕ ЕС ДЕЗ ИЕ ВА НЫЕ у E ЖЕ Ф. = 0 的 推广. 
11% ЖИВ. bz 
D(x) = тах (g, 2), (6) 
其 中 G 是 紧 集合 , РМ Р(а, NER Р. (z, 5 在 乘积 空间 R" x< G Е 
不 连 续 的 而 且 对 十 每 个 确定 的 z< G 来 说 F, л) Е, (х, 2) 2 
WIZER. ЖЕНЕ ВЯ Ф САИ, JF E. 
аФ(х) = co(FL (ж, 2): zC€CR(z)), 
其 中 
В(х) = {zEG: F(z,z)= Ф(=х)), 
cod 表示 集合 Айа. 
Ж. (ОНИ p RF ЖИ, ЖЖ, ВЕЛ 
向 可 微 的 ， 此 外 , 尽管 3B(z) 已 不 再 是 次 微分 , 公式 (2) 依 然 成 立 . 
设 20. MERIA R ER" HA 
Ф(2)=Ф(х) = (в, z—z)— e, (7) 
HEKEI о д А Ф ДЕЛЕ z ДЕЙ e-ik Е. 
ЛИ ek Е а Ә.Ф(х), ХТ ЖИ, ГУ 
和 有 内 的 .如 果 
0c3.G(z)， (8) 
МБК z АНХ ADRI e- 驻 点 ， 直 (7) 易 于 看 到 有 
CDr) -- тіпф(2) ee. (9) 


如 困 GIDa), 12, (2) l= min [21 = ро, (х), WRI y (х) 
ZCA PE) 


aal EKD {EN o А е ЕА KED, 映射 IDa) 


Шоле E EERI., 
bevab), ЖО) НВ] 
Ф(2):=Ф(х) | (2—1, v) 
= Pz) + (0, 2—25) + [@(z)— (z) + (9, z  —¿) 1]. 
由 此 可 见 , 对 于 充分 接近 т, 的 x 有 
ӘФ(г)сӘ,Ф(х,). (10) 

5.2. RER, Д де F BE 2; fE YX Rh МЕН 
应 用 . 

ER zoSR"， 设 已 经 求 得 ЕВ”. Д EID), HH) z, 就 
Ель, TERG FLF SE R. mE 0&9B(x,)， 则 可 求 得 
Ур Сх) СМ, (3)). Vo Л РАФ EA z, 处 的 最 速 下 降 方 
向 。 我 们 来 考察 射线 


Tra = Tr H Gi.) (0220) 
并 求 
min In Ф(ғь.) = :Ф(т.,)- 


命 Za =Z MB MA ФО) Ф(а,). 

但 是 ， 刚 才 所 述 的 这 个 方法 可 能 不 收敛 于 极 小 点 (“梗阻 " 效 
应 )， 这 表明 映射 a@(z) 的 间断 性 (相应 的 例子 见 Демьянов 和 
Малозамов №). 

5.3. №е>0. ATK e- 驻 点 可 以 采 几 下 面 的 方法 ， 任 取 
168". ВЕЖА Q= (z: DLD) t R, EZR eE 
R". 6 09, Dlr), 则 z, 就 是 e- 驻 点 ， 从 而 这 一 过 程 结 束 ， 如 
Ж 052,Ф(х,), WRAT Ri ура. (ЖЕН z. = z, 

rag, (4220). ДЖ min Dara) = Ф(х,.,), НИ Lepi = Erap 
则 容易 看 到 有 (z, Фа). 
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类 伏地 ， 设 我 们 构造 出 了 序列 ie， 如 果 这 个 序列 包含 在 限 
个 点 ， 旭 最 后 所 得 到 的 那个 点 就 是 e- 驻 点 ， 如 上 朵 这 个 序 肇 是 无 限 
的 , 好 成 立 如 下 的 定理 . 

EHE L. 序列 {x,} 的 所 有 极限 点 都 是 泛 咬 中 的 e- 驻 点 . 

МЕ. 002,21, ОЧЕН EILD), RETER, H 06 
Ә.Ф(2). iZ р, (2) =а20. ЖЮ IDC) Ау EE £ PE JE 21 TE 
# ó> 0 使 得 对 于 所 有 的 

XES (LE) = (r: 11—58} 
均 有 AOE 
我 们 知道 , 对 充分 大 的 有 将 有 
р. (ть DSS ар 


从 (10) 式 可 知 ， 存 在 5,20 使 得 对 于 所 有 的 zES,,(zi,) 以 及 充分 

KH k, 9 ӘФ(0) СӘ.Ф(2,,). Р, ФАА а, 

绝对 值 不 小 于 a/2 的 速度 下 降 而 且 其 间 的 距离 不 小 于 ó, ihi 
Dp) Фа) в 5 


НЕ Ф( х,) > — оо, ЖУТЕ Qo BJ s L НЯ. 

5.4. ВЖ, 求 泛 函 外 的 极 小 点 的 过 程 可 以 是 这 样 的 ， 任 取 co 
>0, ро->0, 1ER", REAR с, 220, р, >0, ER”, в 0E 
ЭФ(х,), M) z, 就 是 极 小 点 ， 不 然 的 话 , 应 用 5.3 段 中 所 述 的 方法 
(He z, 为 初始 点 ), 经 有 限 步 后 我 们 就 可 得 到 x, ,, 使 得 o. (x, ,1) 
<0,, WEG в, = Ве, p. = Bp. 其 中 BE(0, DARK T. 
tf， 因 此 ， 我 们 就 构造 出 了 序列 4 )}， 不 难 证 明 ( 见 Демьянов 和 
Малоземов 的 书 ) 下 述 定 理 . 

定理 2. 序列 (zi) 的 所 有 极限 点 都 是 泛 孙 中 的 极 小 点 . 


— ED 


Е. 以 上 所 述 只 是 算法 的 “原则 性 ?格式 ， 在 实际 应 用 中 ， 象 
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k РЕЛЕ, КАЗНА ВОВ ЗЕНА В ардай р e ë д g II fe 
到 的 . 

5.5， 我 们 现在 来 考察 广义 梯度 法 ( 见 EpMompbea Я! ШорГ 11). 
jk p К" Б НЕ Е" KRAER Heh, М 是 极 小 点 组 
RURE об) ши а-я. A М, RRRA M № г 00, Ыр 


M,.= (z: рбх)<еу, e>0. 
x ЭФ ліва PTE z 处 的 次 微分 , M 
ЭФ( т) = ZER": Фу) — Da), y— x) Ah УСК"). 
到 z CR" 和 和 正 数 序列 {4}, 使 得 


4,->0, >_4, = 00. 
к= 0 


А TARBE A EY: 
нь Ar iro Yea на rnk 

Nah zen 是 IOO PER, АЕ Or za 0, кас 
-并 .此 过 程 妈 结束 . 

我 们 现在 假定 忆 中 是 无 限 序列 . 

жиз. MERA MHI, M 

plz) >0, Pr) >= min Ф(х). 

ЧЕ. № 9(=) = (Z: Ф(у)<Ф(х)). НАМ НА, 所 以 Q (2) 
对 于 任意 的 z€ R" |] F: B ff >£ B9 СИ, Rokafellar у /2 2р 77 
pr”). h 

Та) = (у: Фу) = BE) 502) = min py). 
不 难 证 明 
Min) C (т). (12) 


тА, Jb РЕН 000) 20, КУН: Ë Ji p= рр EID). № 
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所 有 的 vEQ (z), Еу} 


(s, р-а) (Ф) - Ф(а))<0. 


特别 , 对 于 所 有 的 ze M. h (12), Wi 
Oly, 2-6 («)и—х). 
ШЕНЕ Я р 在 方向 一 y Е ГИГ H. 
limb(z,)=0. (13) 
WADA EFIE A E r E OC 0 АИ pa) 
->0. ERKE, TAER EN o(z AT 0， 亦 即 Aar > 
Ф. 

Ж. ФАА нр РАЊЕ, НА ЩЕ А СЕ 
ИЕ НХ. ТАС ЕНЕ 1.1 PERERA Bh; U: E РЕ, WI 
5. 4 Лт е РЕТ У АТТ у ТМ 8 
的 ， 如 果 按 1 1 中 所 述 的 第 三 种 方法 选取 下 降 值 ， 则 5.5 中 所 述 
的 广义 梯度 法 就 变 成 了 最 可 下 降 法 . 

Демьянов 和 Малоземов 的 专著 详细 讨论 了 最 速 下 降 法 , 关 
于 广义 梯度 法 , 可 在 Ермольев 和 HIlop[ 了 1 的 著作 中 找到 . 

本 市 所 述 的 方法 已 被 推 放 到 求 有 界 汉 了 商 的 极 值 问题 上 去 .这 
种 推广 态 古 依据 极 小 值 的 必要 条 件 (网 Дубовицкий Я Милютин 
ОУ W ELA K Пшеничный #24). 
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第 十 六 章 不 动 点 原理 


§1、Caccippoli-Banach 原 理 


在 这 一 章 和 下 一 章 里 ， 我 们 将 主要 考察 非 线 性 算 子 和 非 线 性 
方程 . 
1.1. 对 非 线 性 方程 的 研究 ， 我 们 从 最 简单 的 情形 , 即 从 推广 
的 Banach Я ТЕР Д, 
考察 完备 度量 空间 X( 472 ВЕН) К КРВ 9. Е 
定 给 定 了 一 个 从 日 到 自身 的 算 子 P. 如果 存在 点 2*E98 使 得 
х*=Р(х*), 
则 称 点 ”为 算 子 己 的 不 型 点 . 
因此 , 算 子 己 的 不 动 点 乃 是 方程 
z=P (z) (1) 
算 子 己 也 可 能 没有 不 动 点 , ЯМ, D X = 0 是 问 量度 量 空间 ， 
则 算 子 
Р(х) = (1070) 
就 不 存在 不 动 点 .但 车 己 是 压缩 算 子 ， 即 存在 数 <K<1， 使 得 对 所 
НЕО 
p(P(z), P(£')) Saplar, г’), (2) 
则 可 保证 不 动 点 存在 , 而 且 还 是 唯一 的 ， 亦 即 , 下 列 定理 成 立 . 
定理 1， 如 果 己 是 压缩 算 子 ， 则 方程 (1) 在 9 中 存在 唯一 的 解 


ж 


这 时 , 解 z* 可 作为 序列 {zw} 的 极限 而 得 到 , 其 中 


z 
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Tni P (z,) (n = 0, 1,2, ), 
而 z 是 台中 的 任意 元 素 ， 
序列 {zn} 收 敛 于 解 的 速度 由 不 等 式 


рав" plant) — (n=0,1,2,.-) (3) 
给 出 . | 
证 . 因为 Z. =P (Ea), z =Р(1и-1), | 
故 由 (2) 


plzntiy z.) ESATn, 4-1). . 
逐次 利用 类 似 的 不 等 式 , 得 到 
p(2,. Z.) Eo pT, 20). | 
所 以 | 
(акр Хи) «робо ав) РС, 2) 


Klatri a Haplar, t) <77 Plt, то). (4) 


由 于 <"->0(и->с0), (4) АЛЯ ВН {2} ЕН W ЯК. ХН Х 是 完 
备 空间 , 所 以 这 个 序列 收敛 于 某 xz*EX， 但 因 >,E2, 只 是 闭 集合 ， 
所 以 xz*E8B,P(z*) 有 意义 ， 由 (2)， 
(2,1, Р(2*)) = р(Р(я,), P(z*))=<@p(z,,z*) 
(п=0, 1,2, =). 
由 于 这 个 不 等 式 的 右 端 趋 于 零 , 故 
' z, >P (z*), 
由 此 得 到 
1*=Р(1*). | 
(2) АНЕ ЦЕНА ЕМЕ й, EKE, RE Е АЕ 
#29, 则 就 会 有 
р(2, =*) = p(P (E), P(z*))<cap(#, z*), 
这 只 有 当 plz, х*) =0 才 可 能 , 即 #=2*, 
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最 后 , 在 (4) 中 令 р->со 而 取 极 限 , 即 得 到 (3)， 
ЖЕ. 不等式 (3) 给 出 方程 (1) 可 能 成 立 的 区 域 . 特别 ， 当 п=0 
时 


p(z*, а) трба, аъ). (5) 
1. 2， 条 件 (2) 一 般 不 能 换 成 较 弱 的 下 列 形 式 : 
p(P(z), P(z'))<p(z,z') (z, r EQ, ах’). (6) 
事实 上 , X=R' 是 实数 集合 , =X, ШИТ РИТУ 
Р(х) = 2-2 — arctgs 


米 人 确定， 不 难看 出 算 子 呈 没 有 不 动 点 , 可 是 
p(P(z), P(z'))= |P(z)—P(z')| = |P'(š£)||z—z'| 


- = lz—z' |< p (z, т’), 


这 里 上 是 2 和 z 之 间 的 一 个 点 ， 但 是 , 成 立 如 下 的 定理 ， 
MEXEM т, wz'E9 条 件 (6) 成 立 , 则 算 子 也 存在 唯一 的 不 动 点 . 
证 .在 紧 集合 АСО 上 考察 算 子 P， 因 为 P 显 然 连 续 ， 所 以 
plr) = p(z, P(z)) 是 连续 函数 ,该 函数 在 紧 集 A 上 的 点 zoEA 
处 取得 最 小 值 : 
р(х, Р(2,)) = тіп p(z, P(z)). 
设 plzxo, Р(х0))2>0. Нб) 
p(P(z.), Р?(х,)) <р(хо, Р(20)) = тіпр(х, P(z2)). (7) 
TEA 
但 P(xo)EA, 所 以 与 (7) 式 矛盾 ， 因 此 обхо, Р(х0)) =0 В. zo 
=Р(хь). 
Ж 269 是 算 子 尸 的 另 一 个 不 动 点 , I 
185。 


p š, zo) = р(Р(®), P(za))< p(#, xo), 

АЖ. < BB Here, 

1. 3， 在 很 多 情形 下 ， 算 子 己 都 依赖 于 数值 参数 或 其 他 参数 . 
此 和 方程 (1 ) 的 解 同 样 依赖 于 这 些 参 数 . 可 以 证 明 ， 算 子 卫 对 参 
数 的 连续 依 融 性 导致 了 相应 的 方程 的 解 对 参数 的 连续 依赖 性 ， 我 
们 来 给 出 这 一 点 的 更 确切 的 叙述 ， 

设 除了 空间 X 外 还 有 另 一 个 度量 空间 Yo RETEA yE 
У, 存在 一 个 从 9CX 到 其 自身 的 算 子 P,， 如 果 对 任 一 序列 {9} 
СҮ,, Ya >Y 可 知 对 年 个 z€ Q 


P, (х)->Р,,(2), (8) 
则 就 说 算 子 P, 在 点 yoSY ЕЕ v. 
考察 一 族 方程 
х=Р,(1). (9) 
РЕЖ УЕУ, ЛЕОН. 显然 , 这 个 解 将 依赖 


于 y， 所 以 可 很 自然 地 将 这 个 解 写成 地 ， 如 果 对 任意 的 序列 ty,) 
CYo, H Yayo 可 推出 zy ~>2。， 则 称 方程 (9) 的 解 当 2 一 加 有 时 和 连 
РУ. 

如 果 对 每 个 YEY。 Р, ERRAT, WHARF P, 的 连续 性 可 
推 知 方程 (9) 的 解 的 连续 性 ， 亦 即 , 有 如 下 定理 . 

ЖЕЗ. 如 果 对 每 个 СУ, AT P, 满足 条 件 (2), фол 
方程 (9) 的 解 连 续 依赖 于 多 

证 . 设 y èY, ERTE. DE (9) 的 解 ci 可 作为 序列 
(Ta): 

Eni = P,(z,) (n=0, 1,2, =; Zo z$.) 
RRR MI, 23, = Palah), 从 (5) 可 得 
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kogy Í I 
AEFT 2.) тарб, zo) ао, Py (1у.)). 


注意 到 (8), 则 容易 看 出 y=% 时 zy 的 连续 性 . 

Ж. Gf P, 可 看 成 是 将 一 对 元 素 (z, у) ER, YEY0) 映射 为 
元 素 P (z, g) =Р,(2) 的 一 个 算 子 P. 方程 (9) 的 解 z23 也 可 看 成 是 
将 yeEY 映射 为 f(y) 二 x3 ЯТ F. 

按照 这 样 的 看 法 , 上 面 刚 证 明 的 定理 3 可 改 述 为 : 

如 果 对 每 个 YEYn 

р(Р(, y), P(a',#))<ap (ze, =”) (z, z'C GQ) 
(Hh a<1 НАТ У), НХЛ «69, ЯТ PER y € Y , 处 


连续 地 依赖 于 y, 则 算 子 如 也 在 点 yo 处 连续 . 
上 述 形 式 的 不 动 点 原理 是 由 Banach[1] 和 Сассіорріі 给 出 的 ， 关 于 这 
个 苦 理 在 多 值 喘 射 上 的 推广 可 参见 Иоффе 和 Тихомиров, 


32. 预备 定理 
在 下 一 节 中 我 们 将 要 建立 第 二 不 动 点 原理 .这 个 原理 的 证 明 
是 很 难 的 , 因为 它 需要 借助 于 有 限 维 空间 中 拓扑 结构 的 细致 结果 ， 
我 们 在 这 一 节 中 来 给 出 这 些 取 自 拓扑 学 的 预备 知识 . 
2.1， 先 引入 一 些 在 下 面 的 讨论 中 要 用 到 的 新 概念 . 考察 Ba- 


nach 空间 和 其 中 的 一 组 元 素 
Zo Vi, Zas ,Tne (1) 
假定 差 
Z — Zo, Z, — Tos -**, En — To (2) 


线性 独立 .我 们 构造 元 素 (1) 的 凸 包 S(zo, p,n). RASC, 

Er, Za) 叫 作 张 在 顶点 zo zo t, zw 上 的 单纯 形 ， 数 % 叫 这 个 
单纯 形 的 维 数 . 

Ж. 在 上 面 关于 单纯 形 的 定义 中 ， 所 有 顶点 并 非 处 于 平等 地 
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位 .但 是 ， 可 以 证 明 ( 请 读者 自行 证 明 ) 实 际 上 单纯 形 的 所 有 顶点 
是 地 位 平等 的 ， 换 言 之 , 如 果 差 (2) 线 性 独立 , 则 

To— Xess рр Eg, Мы! 099, En 2, (FE=1,2,.,7) 
中 每 一 个 也 必 是 线性 独立 的 ， 

设 SGzo zi, za) 是 一 单纯 形 ， 从 中 取出 某 业 个 不 同 的 顶点 
Fip ip s Zip 并 以 这 不 个 点 为 预 点 构成 一 个 (一 人 维 的 单纯 形 
(HEME, ВИД Ир. 所 构成 的 这 个 新 的 单纯 形 叫 做 
单纯 形 S Cto, 21, ttt, BnD RICA Zis Zip tt i, 为 顶点 的 (п — 6) He 
AR. 

再 设 SSS (0, д, t CE AAE, 每 个 元 素 zES 可 表 
示 成 


L= Ooto TAL HeT Antas (3) 
其 中 系数 % 满足 如 下 关系 式 : 
Xot æt га, = 1, 4,20 (k=0, 1,2,1, п). 


今 证 表达 式 (3) 是 唯一 的 ， 事实 上 , 由 于 и =1— У 09, (3) 11 
k=1 


n 
Z= “>a, (z; — 2o). (4) 
К 


假定 除 (3) 外 还 有 另 一 个 这 样 的 表达 式 
= ть ох, t 2, 
类 似 地 可 得 
а= #0 + Ут (z, — 10). 
В =! 


将 这 个 等 式 代入 (4 和, 则 


n n 
> la, (z, 40) = Уа (2, — £o), 
k=l ksi 
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由 于 差 (2) 的 线性 独立 性 ,上 式 仅 当 
01, í, G, Kr Ao = 

时 才 有 可 能 ， 这 就 证 明了 (3) 的 唯一 性 ， 

我 们 将 单 值 地 确定 了 元 素 z 的 这 组 数 a, G, +, а, ША 
z€8 的 HRERS. 

应 指出 的 是 , 对 于 与 顶点 zi tiy e Ci, 相对 的 边界 点 来 说 ， 
На а ==, = 0. | 

所 有 坐标 都 是 正 数 的 点 叫 单纯 形 的 内 点 ， 所 有 华 标 彼此 均 相 
等 的 点 叫 单纯 形 的 中 心 . 

我 们 来 引进 关于 单纯 形 S (zi, zv, z,, ttr En) 的 子 分 划 的 概念 . 
所 谓 单纯 形 的 子 分 划 就 是 有 限 个 与 所 给 单纯 形 维 数 相同 的 单纯 形 
之 和 , 它 由 下 列 归 纳 形 式 来 确定 : 


对 一 维 单纯 形 S (zo z ) ЖЕЙ, 我 们 称 由 单纯 形 8(zo; + (zo + 


r) ) 和 单纯 形 (二 (zo+z1),z1) 的 和 集 构成 其 子 分 划 ， 假 定 我 们 


已 对 维 数 小 于 %% 的 所 有 单纯 形 都 定义 了 子 分 划 ， 我 们 再 来 考察 n 
维 单 纯 形 8S=S(xo, xb … za)、 取 单纯 形 S 的 某 个 (rn 一 1) 维 边 
界 ， 由 于 这 个 边界 是 (2 一 1) 维 单纯 形 ， 所 以 对 它 是 已 经 定义 了 子 
分 划 的 ， 设 这 个 子 分 划 是 由 天 个 (2 一 1) 维 单纯 形 Su 5,, …, Suw 构 
成 ,将 % 维 单纯 形 5S 的 中 心 z* 补充 到 8, (61, 2, 和) 的 顶点 
中 去 ， 一 共 就 有 (n 十 1) 个 点 。 我 们 在 这 (x 十 起 个 点 上 构造 一 个 n 
维 单纯 形 (这 样 做 的 可 能 性 请 读者 自行 验证 )， 对 已 知 单纯 形 的 每 
个 (n 一 1) 维 边界 都 进行 类 似 的 构造 , 即 得 其 子 分 划 . 

不 难看 出 , 所 构造 的 子 分 划 没 有 公共 内 点 , 这 些 子 分 划 的 交 是 


«) Жа an as BIA 263 的 重心 坐标 ， 因 者 在 每 个 顶点 zx 上 置 放 J 1k 
ar 则 所 得 到 的 质点 系 的 惯性 中 心 就 在 点 * 处 ， 
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公共 边界 . 

我 们 来 考察 此 个 单纯 形 & 和 它 的 子 分 划 ， 对 于 5 的 每 个 部 分 
单纯 形 再 作 子 分 划 , 就 得 到 4 的 二 重子 分 划 , 继续 上 述 过程 就 得 到 
多 重子 分 划 . 

易 见 , 随 着 子 分 划 的 重 数 的 增加 , 部 分 单纯 形 的 半径 趋 于 零 . 

2.2. 现在 引进 一 些 引 理 , 我 们 在 后 面 将 要 根据 这 些 引 理 来 证 
明 第 二 不 动 点 原理 . 

设 S= S(zo, zu e, En) п АШИ, 它 的 子 分 划 ( 任 意 
重 的 ) 由 单纯 形 

. Sis би» ++, S, (5) 
组 成 . | 
令 (5) 中 的 每 个 单纯 形 的 每 个 顶点 z 对 应 于 数 0, 1，…，% 中 
的 一 个 数 , 即 在 (5) 中 单纯 形 所 有 顶点 的 集合 上 定义 一 个 取 值 0, 1, 
2, …, п ПА v. 这样 ，(5) 中 每 个 单纯 形 对 应 于 一 组 数 »(8;)， 
这 是 由 对 应 于 此 单纯 形 顶 点 的 (# 二 1) 个 数 中 的 一 些 数组 成 的 ， 如 
(6) = (0,1,2, … 2})， 则 称 这 样 的 单纯 形 S, 是 正规 的 ， 这 里 
认为 (5;) 中 数 的 排列 次 序 是 无 关 紧 要 的 . 

一 般 来 说 , 当 » 是 任意 函数 时 , 正规 单纯 形 可 能 不 存在 . 但 是 ， 
有 下 面 的 引 理 . 

引 理 1。 设 函数 » 满 足 这 样 的 条 件 : 车 = 是 (5) 中 某 个 单纯 
形 的 顶点 , 这 个 项 点 属于 基本 单纯 形 8 的 维 边界 8(zio zi …， 
2,), УС) АВЕ io in e, i 中 的 一 个 数 ， 

这 时 , 单纯 形 (5) 中 至 少 有 一 个 是 正规 的 . 

证 ， 我 们 先 证 明正 规 单纯 形 的 个 数 是 奇数 ， 如 果 单 纯 形 8 的 
维 数 等 于 零 ， 也 就 是 说 如 果 单纯 形 退化 成 一 个 点 ， 则 结论 是 显然 
的 设 对 (n 一 1) 维 单纯 形 已 经 证 明 结论 成 立 ， 今 证 对 % 维 单纯 形 
结论 也 成 立 ， 考 察 单纯 形 6, 的 (x 一 1) 维 边界 S85?, Ry (Sr) = 
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10, 1,2, e, п}, WER S85? 是 划 出 的 . 如 果 单 纯 形 5, 是 正规 的 , 则 容 
易 验 证 它 的 划 出 边界 的 数 p, 二 1; 车 单纯 形 5 不 是 正规 的 , 则 o, 


=2. МИ, 和 式 р= Уо, 和 所 有 正规 单纯 形 的 数 自 具有 相同 的 


k 


奇偶 性 ， 我 们 将 单纯 形 (5) 的 划 出 边界 分 成 两 组 ， 第 一 组 中 不 包 
插 基 本 音 纯 形 8 的 任何 一 个 (一 1) 维 边界 ， 这 样 的 划 出 边界 的 数 
Н о’ 表示 .由 于 每 个 这 种 划 出 边界 正好 是 (5) 中 两 个 单纯 形 的 
公共 边界 ， 所 以 在 计 算 和 p 时 ， 这 种 边界 要 计算 两 次 .第 二 组 边 
界 是 完全 包含 在 单纯 形 8 的 一 个 (4 一 1) 维 边界 之 中 的 划 出 边界 ， 
因为 这 种 边界 具 能 是 《5) 中 一 个 单纯 形 的 边界 , 所 以 这 种 边界 的 数 
目 p"=p 一 2p'， 利 用 强 理 的 条 件 不 难 确信 : 所 有 第 二 组 划 出 边界 
都 包含 在 单纯 形 S 的 边界 S 二 SCzo, zu "а, 1!) 之 中 .但 所 有 可 
能 落 在 8' 中 的 单纯 形 (5) 的 (2 一 1) 维 边界 构成 单纯 形 8' 的 子 分 
划 , 并 且 函 数 v( 仅 看 作 是 对 所 得 到 的 子 分 划 的 函数 ) 满足 引 理 的 
条 件 ， 因 而 ， 由 归纳 假定 ， 所 指出 的 子 分 划 中 正规 单纯 形 的 个 数 
是 奇数 ， 注 意 这 时 正规 单纯 形 正好 是 第 二 组 划 出 边界 , 所 以 o" 是 
奇数 , 因而 p=2p' 十 p" 亦 是 奇数 . 
引 理 于 是 得 证 . 


标 组 io, 11, e, 1, (k=0, 1, °. 4) 均 有 
k 


S (2,0, Pitt Fi) C U F:n’ 


Е. ARRAES 的 任意 重子 分 划 ， 设 z 是 构成 这 种 子 分 划 
的 单纯 形 中 某 个 单纯 形 的 顶点 而 S(z;,,…， zi,) 是 包含 z 的 边界 ， 
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. k | 
根据 引 理 的 条 件 ，zE |] F... BEEF, Ждет, № 


m= 0 


然 , 这 样 的 函数 > 满足 引 理 1 的 条 件 , 因而 存在 这 样 的 正规 部 分 单 
纯 形 ， 这 个 单纯 形 与 集合 F, 的 每 一 个 的 交 都 是 非 空 的 (包含 顶点 
中 的 一 个 ). | 

现在 来 考察 p 重子 分 划 序 列 (р=1,2,.-). 对 于 第 个 子 分 
划 , 存在 点 077, zi, …， zk2( 正 规 部 分 单纯 形 的 顶点 ) 使 得 

РЕЙ, (k=0, 1, "=, n; p=1, 2, 5). (6) 
由 于 集合 S 的 紧 人 性 ， 可 指出 这 样 的 上 升 自然 数 序列 {? 六 使 得 序列 
(асус СВ НОНЕ 20 2*)， 由 于 单纯 形 S 的 闭 性 , 则 必 z*E8. 
因 当 p->ce 时 部 分 单纯 形 的 直径 趋 于 零 , 所 以 
од * (&=0,1,-”, п). 
由 此 , 考虑 到 集合 F, 的 闲 性 以 及 (6), 则 
=*ЕЁ, (&=0,1,2, 2), 

这 就 证 明了 引 理 ， 

2.3. 下 面 的 引 理 就 已 经 给 出 了 某 种 形式 的 不 动 点 原理 
(Brouwer 原理 ), 不 过 是 在 相当 受 约束 的 条 件 下 给 出 来 的 . = 

引 理 3. 将 Banach ЭХ Е» ВАНН 
连续 算 子 己 具 有 不 动 点 . 

证 ， 设 wo %,…, Qn 是 任意 点 zE5 的 对 称 坐标 ， 令 

В;= "ias aya)  (j=0,1, =, n) 
为 点 PCz) 的 对 称 坐标 ， 由 于 P(z)ES， 所 以 这 样 的 表示 是 有 意义 
№. ши 
Во В, = --Вы=1, 8320  (j=0,1,--,n). 

由 算 子 一 的 连续 性 不 难 推 知 函 数 f, 都 是 连续 的 ， 用 F;(j= 

0, 1, … 2) 表 示 其 对 称 坐 标 满足 关系 
&;:28; 
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的 xES 的 集合 ， 由 于 国 数 fi 的 连续 性 , 集合 F; 是 困 的 .我们 来 
证 明和 集合 F; 满足 引 理 2 的 条 件 . 
k 
EA k, 设 BESC Ein Tip t Tip). 假设 xs U Fine 这 表示 点 


m0 
т 和 Р(х) ХКА Бк бо, QQ 和 Bo Pai `... Br 有 关系 
“< В; (m=0, 1, =, k). 

因为 对 于 tin(m— 0,1, =, k) 应 有 ©; = 0, 因而 对 这 样 的 下 标 
GSL REAST 

> < >18, 

i=0 i=0 
面 这 是 不 可 能 的 , 因为 这 两 个 和 式 都 应 等 于 1. 

因此 , 由 引 理 2， 可 找到 z*E ГР, о ас, аї, e ав, 
Lt = 0 


ВТ, e, Br 分 别 是 点 2* 和 了 (x*) 的 对 称 坐 标 , 则 
%*=85 (j= 0, 1，…， n). 
由 此 ， 


Умер. (7) 
+0 і.е 


《7) 式 中 的 等 号 仅 当 
m; = 87 (1=0, 1, =, п) (8) 
时 成 立 ， 但 47) 中 的 两 个 和 式 均 等 于 1 因而 (8) 式 成 立 ， 这 就 是 说 
1*=Р(1*).. 
引 理 得 证 ， 
2.4. 我 们 现在 将 引 理 3 的 结果 转移 到 有 限 维 空间 的 任意 闭 
有 界 山 集合 上 去 ， 为 此 , 还 要 先 泪 明 一 个 引 理 . 
记得 在 11.2.3 中 我 们 曾 称 Banach 空间 X 中 共有 非 空 内 部 
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НЕО ЖИ. 

51984. 8038 Вапасћ 空间 X rh iiiki BA Е Bx 是 
空间 X 中 的 闲 单 位 球 ， 这 时 , 集合 9 与 Bx 是 同 是 的 . 

证 .不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 0 是 只 的 内 点 而 Bx 性 名 这 时 2 
是 0 邻 域 , 我 们 可 以 考察 它 的 Minkowski И pal. 3.2). 

由 引 理 HI. 2.1 证 明 的 Minkowski 泛 函 的 一 般 性 质 得 知 是 
连续 的 并 且 Ә = (rzCX:p(z)<<1), mÈ rE ХВ, 

Mieco. И үх), 即 有 不 等 式 
р(х)< 14|, (9) 

这 个 不 等 式 当 >z 为 零 元 时 自然 也 成 立 . 

其 次 , 由 于 集合 昌 的 有 界 性 , 存在 一 个 以 零 为 中 心 以 7 二 0 为 半 


径 而 包含 集合 只 的 开 球 K;。 因 为 对 二 任意 的 270, |z ТАК» 故 


Z“ eQ, 因而 PT T> 由 此 得 到 


izi 
paS je] (GX). (10) 
我 们 来 定义 映射 T; 


трет (ая), (00) 0), GEQ). 


(11) 

МУЖА БИН р(х) <1 № EX 所 组 成 的 集合 重合 ， 

所 以 有 T(8) Вх. Joh я HRI T №, Ш 
T h FAH h: 


ixi . --1 — 
T- (т) = ие (1520); T°-1(0) =0. (12) 


BRIE T НТ 007-0 ДБО ЗЕ ИН: sf РВ р ИУ Sk Е ШЖ, 
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оо ов 


=1 if] p(z,)>0, 所 以 Tla) >0= T (0). 


akeo а 


可 完全 关 似 地 来 验证 T 的 连续 性 ， 如 果 2,2020, 则 由 于 
p(zo) 之 二 zo)>>0( 见 (10) 式 ), 由 泛 函 2 的 连续 性 可 推出 T (z) 


>T- (za). 当 z = 0 ВР, (10), 


IT- Cen) =el реа, =rlz,|—>0, 


АНТ '(z,)—>0=T-)(0). 

引 理 证 毕 . 

ЖИ. m # Балан ч У ЖЕНИ, 

事实 上 , п 维 单纯 形 是 % 2 рН, CA АЫ В 
FE. 

现在 , 有 了 引 理 3 以 及 引 理 4 的 推论 , 我 们 可 以 来 证 明基 本 引 
ÆT. 

引 理 5， 设 9 是 mn 维 Banach ZAX MARNIE, HEA L 
映射 到 自身 的 连续 算 子 存在 不 动 点 . 

证 .在 空间 外 中 取 线 性 独立 元 素 т, z, 56, £a ВЕ 0, 
取 张 在 顶点 то Ti o, z, 上 的 单纯 形 8， 由 引 理 4 的 推论 , 存在 将 
S 映 到 体 名 上 的 一 对 一 的 和 双 连 续 的 映射 T， 考 察 算 子 

Po=7T- IPT. 
算 子 Po 连续 并 将 单纯 形 5S 映 为 自身 ， 因 而 , 由 引 理 3, 存在 不 
动 点 zo: 
z= Р(х). 
因为 
Р(х*) = PT(x0) =TT-1PT (zo) = ТР, (хо) =T (20) = z*, 


所 以 点 好 = 了 (zo) 是 算 子 书 的 不 动 点 。 
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关于 将 单纯 形变 为 自身 的 连续 变换 的 不 动 点 定理 是 由 Brouwer [ 1] 在 
联系 到 维 数 不 变 性 时 建立 的 .但 上 述 的 证 明 方 法 则 是 属于 Kuratowski. 


$3. Schauder 原 理 


3.1. 由 上 节 的 结果 我 们 可 以 建立 第 二 不 动 点 原理 , 即 Schau- 
der 原理 . 
定理 1， 将 Banach 空间 XX 的 凸 紧 集 吕 映射 到 自身 的 连续 算 
证 . 20220. НОЖ, ЕО НКА e- 网 ， 
设 这 个 e- 网 由 元 素 
Eis Tos **', Zm (1) 
组 成 . 
构造 元 素 (1) 的 凸 包 Qo. 显然 UC KRE 8o。 具 有 有 
限 维 数 nam., 
借助 于 关于 维 数 的 归纳 法 不 难 证 明 ， 和 集合 介 。 可 表示 成 这 样 
的 % 维 单纯 形 的 和 , 使 得 
а) (1) 的 所 有 点 都 是 这 些 单纯 形 的 顶点 ; 
b) 两 个 单纯 形 要 么 没有 公共 点 , 要 么 它们 的 交 是 & ЕИО 
М (Е=О, 1, 6, n— 1), 
我 们 对 所 构成 的 每 个 单纯 形 作 如 此 高 重 的 子 分 划 ， 使 得 由 
这 种 子 分 划 而 得 到 的 所 有 部 分 单纯 形 的 直径 均 小 于 г. 用 
Si, SS， (2) 
表示 所 构成 的 这 些 单纯 形 . 显然 , 单纯 形 (2) 所 有 顶点 的 集合 也 构 


O 我 们 说 集合 ЕСХ 的 维 数 等 于 n, 力 是 指 存 在 元 素 , Fo Z, 使 得 1) 3 


п 
Fe 90651,2. n З, ЗНА z€ E, MERR s=w + ar (Xy —To), 
k=1 


并 日 对 任意 的 k=1,2,…, ww 存在 z 使 得 对 应 的 系数 ax 0. 
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成 -网 ， 还 应 指出 的 是 单纯 形 (2) 满 足 条 件 a) 和 b). 

现在 来 看 算 子 P， 由 集合 8 的 紧 性 ， 从 的 连续 性 推 知 它 是 
一 臻 连续 的 ， 亦 即 对 任何 e2>0 可 以 指出 这 样 的 6 二 0 使 得 由 [x 一 
z'|<ó(z, z' C Q) ul 48.3 

JPC) P(n <e (x, x EQ). (3) 

如 果 需 要 , 可 对 单纯 形 (2) 作 子 分 划 ， 我 们 就 能 使 分 划 后 诸 单 
纯 形 的 直径 全 小 于 0. 可 以 假定 这 样 的 子 分 划 已 经 作 了 ， 芭 所 有 
的 单纯 形 (2) 的 直径 不 仅 小 于 e 而 二 都 小 于 ó. 

现在 我 们 来 构造 将 Bo 映射 为 自身 的 算 子 P.， 它 是 算 子 书 的 
单纯 形 近 似 ， 先 在 单纯 形 (2) 的 顶点 处 定义 算 子 Р. 设 z 是 单纯 
JE (2) 中 某 个 单纯 形 的 基 一 项 点 .由 于 РЕЯ 而 单纯 形 (2) 的 
硕 点 金 体 构成 -网 , 所 以 可 以 求 得 项 点 三 使 得 12 一 P(z)<s、 我 
们 就 命 2= Р, (2), 

现在 设 xE 0 不 是 单纯 形 (2) 中 任何 一 个 的 顶点 ,假定 Es. 
用 200, 21°), 66, ти 表示 单纯 形 54 的 顶点 ;并且 将 x 表示 成 


n п 
z= ар) (авар i=0,1, =", ) 


i=0 i=0 
的 形式 ， 这 时 , 我 们 就 合 
P,(z) = УР, (#1). (4) 
$=0 


如 果 包 含 点 zx 的 单纯 形 是 唯一 的 , 这 个 定义 并 不 需要 补充 说 明 . 可 
Ж, 如 果 xES,(r 天 1， 则 还 应 该 来 证 明 P. (2) 不 依赖 于 单纯 形 的 
选择 方式 .根据 条 件 b), 单纯 形 S, 和 5, 的 交 是 其 公共 边界 ， 我 
们 假定 这 个 公共 边界 是 张 在 单纯 形 5, 的 顶点 zl， а, o Zin 上; 
用 207, Zz 表示 单纯 形 Se 的 顶点 , 可 以 认为 

= (j=1,2, es). (5) 
将 z 表示 为 
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т % 
z= та” (25° sapo, #=0,1, =, ") 
i=l 


i=l 


注意 到 2. 1 中 的 注 , 则 


аа =0 (бәд j=l, 2, =s). (6) 
由 (5) 
Sla, 0400 = Ура, 
4-0 j= 7 
由 此 推出 等 式 
90 = ат (j=0, 1, 2, =., s). (7) 


内 此 ,如果 我 们 从 单纯 形 5, 出 发 来 定义 已 (z)， 则 由 (5) 〈 的 及 
《7) 就 有 | 


P,(z) = Харри) Ра P (aip) 


= ар, (20) = Sap, (zt), 
这 正 是 所 要 证 明 的 ， 
通过 不 太 复 杂 的 讨论 可 以 证 明 所 建立 的 算 子 P, ER. Е 
而 且 将 ОЕ И 
因此 , HRT P, 来 说 ， 上 一 节 引 理 5 的 条 件 成 立 。 因 而 算 子 
P, ЕЛЬ 1.9: 
т.=Р.(х.). 
ВЕ zo, Zu e, 2, 是 单纯 形 (2) 中 点 z, 所 属 的 那个 单纯 形 的 顶 
д. Ш]а:—=,| <ð, 所 以 按 (3) 有 
1P(z —Р(2;) |<е ($, j=0, 1, =, n). 
另外 , 按照 定义 
[Р.(2:) —P(z;)|<= ($=0, 1, =, п). (8) 
所 以 , 我 们 得 到 
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IP, (2) —Р,(23;)|<3е (i, 3—0, 1, 2, =, я). (9; 
1. — Slez (Zar l; ap 0; 10,1, =, 小 
1-0 par, 
ARAT P. 的 定义 
я. ЕР, (#.) = Slainp,(z). 
1-0 


由 此 , 再 考虑 到 (9), 我 们 就 得 到 


2. Р, (2) [= 151901Р. (2) —P.(z)1| 
ë= 0 


«3651410 :-=3е (7-0, 1,2, e т). 


(10) 
最 后 , 由 关系 式 
|z, —z,|<óŠ (i=0,1, ++, n) 
以 及 (3) 推 知 
JP(z)—P(z) <= (i=0,1,.,n). (11) 


利用 (10), (8) K (11), 最 后 得 到 
11. Ра). — P.) |+ |P.C(z,) —P(z,)1 
+|P(z)—P(z,)|<5=. 
这 也 就 是 说 , 对 任意 的 e> ЕДЕ CQ, 使 得 
1х. —P (2) <5e. 
取 序 列 e; ->0， 对 每 个 =1,2,… 得 点 n r НРЖАЯ 
的 紧 性 和 闲 性 , 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 
Vet, 
但 这 时 
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|z*—P(z*)|<ç|z*—z, |+ |z, —Р(а, |+ [Ple Pah, 
ЖАН сара Да T A H -T 3 T P RJ: 
续 性 )， 因 而 
1*=Р(х*), 


这 就 证 明了 不 动 点 的 存在 性 . 

注 。 我 们 提请 读者 注意 , 定理 的 两 个 条 件 ( 集 合 吕 的 凸 性 和 紧 
性 ) 是 本 质 性 的 ， 确实, 不 难 构造 出 这 样 的 例子 ， 它 表明 紧 性 条 件 
不 能 减弱 , 不 能 用 集合 名 的 有 界 性 来 代替 紧 性 . 

3.2、 利 用 Banach 空间 中 相对 紧 集 的 闲 凸 包 还 是 紧 集 (定理 
ПТ. 2. 3 的 推论 ) 这 一 结论 可 将 定理 1 叙 述 成 更 一 般 的 形式 . 

AF322. А Banach Z Х AWAARA ERACE 
ATP EED 5. 

证 .考察 集合 A 的 闭 山 包 2o= co(A), B ОСО. ME ©, 
Хич Ж Ж. 

FT Piy Q Bk j A р, 由 于 AC Q, МАР 2. ЯН 
身 ， 因 此 , НЕРЖ S БЮТ, Ин Рэс ДЕ E 
理工 的 条 件 ， 从 而 应 用 定理 1 即 完 成 了 证 明 ， 

对 定理 1 和 定理 2 的 证 明 作 相应 的 改变 可 以 证 明 当 愉 是 局 部 凸 空间 时 
类 似 的 不 动 点 存在 定理 ( 见 Dunford 和 Schwartz-D. 

定理 | 和 定理 2 形式 的 不 动 点 原理 是 在 Schauder[1j 的 文章 中 建立 起 
来 的 ， 更 深刻 的 不 动 点 存在 定理 ， 特 别 是 对 局 部 凸 空间 情形 是 由 Leray 证 
调 的 (参见 Leray 和 Schauder[1])。 后 来 ， 这 些 问题 在 M. А. Красносель- 
ский 的 工作 ( 见 Красносельский-Т, Красносельский[1]—[3]) 中 得 到 了 明 
显 的 推进 , 
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8 4， 不 动 点 原理 的 应 用 

我 们 来 考察 以 上 所 证 明 的 定理 的 某 些 应 用 ， 

4.1. В Ф(5, н) ЕМ ДЕВА а 80, -- co <u< co 
ЕР ЗОРИ (Бле Ф Э и ERIEK T u Е 
条 件 

От Ф. (s, u) М (a= so; — co<u< оо) (1) 

的 连续 导数 全,， 在 这 些 条 件 之 下 ， 存 在 唯一 的 在 [a, b] ЕЙ) 
РАЗ и--х* (5), Ира УЕ у 

Ф (у, =*($)) =0 {2) 

КАЖ нр ЕВРА АИ 1.1 Ни. 为 此 , 我们 在 空间 处 = 
СГа, р РЖ АВЕ Ни f. P. 


у=Р(а), 009) z(a) JP Ds, 2(s)) (Га, bD., 


ЛУНЫ ИЕ РАЕВ Г ВЕ, р y Pe), jo PE). ШИ: 
何 sELa, b | 4T 


[95—91 = |265) #8) Jy ETG), 


— $6.) 
= 1208) 21-45, 068) 
| 一 ‚ТИ 
<alz ғ], 
其 中 
ит, 


M: 
IM (1) прп a< 1. 
所 以 算 于 了 在 С[а, b] ФЦЕ -ARa a БЕ 


说 朋 关 系 A (2*) Гу А hL S Г. 
4.2. 其 次 , И ИРИ 
=, (21, z,, r En 1) (2= 1,2, =, n), (3) 
AIRES pE n АНЯ ES. Ë I n 4 S Pq АЧ АЛЕН ЕЈ ВХ, 则 可 
将 方程 组 (3) 写 和 作 一 个 方程 


р 


的 形式 , 其 中 z(t) 是 以 z (6), (0), e, (РЭД НЙН АЖ, 
plz, В) ЕЕ pirn +, т. пт , Zas DRD k HJ ln) E 


А, 导数 - ETIVE ir, fs, - 他 ”为 分 量 ЕВОРА 8. 
假定 我 НЕ 5b] 上 满足 初始 条 件 
Zila)—=y0" (i= 1, 2, =, т) (*) 
的 解 ，(*) 式 写成 向 量 形式 就 是 
х(а) = Yo, (5) 


其 中 yj 是 空间 В" 中 的 元 素 , 它 的 坐标 是 0 о уз. 这 个 
问题 的 解 等 价 于 积分 方程 

z(t) + | Pal), rdr (6) 
的 解 . | 

EEL И ро. ONF 
УСК", |у —yo| <ó). Са, b'] 

是 有 定义 的 ， 此 外 ,还 设 对 如 上 的 у, 函数 p(y, ОЖ, ЖЕ 
HER g 值 史 基于 土 可 测 并 满足 关于 8 的 Lipschitz 条 件 : 

[Фар -Ф( ПК 9-9, (7) 


+) ХИН ly] НИЕ z 的 欧 氏 长 度 ， 
。202。 


ВЕНА О Га. 
а Msuply(y.,t)| (и gal 5. ETa. 07), 


91| 
b-. a. min PE) (8) 


ДНЕМ, M HARES Iki ЯВА) k yo, 
МЕ. 3175108 а, b] ЕВ п 28 n] z Eq САН ВЕНУ 2 
H CCCa, b], В"). 如果 依 自然 的 方太 将 C, 线性 化 , Jik 
1а = тах а (01. EC), 
МС, 成 为 Banach 空间 . 
考虑 到 要 对 方程 (6) 应 用 定理 1.3, MARTE X -Cn Y 一 
К. 方程 (6) 可 写成 形 如 
s=P, (z) (9) 
ZADE, 其 中 P, 是 定义 在 集合 上 的 积分 算 子 ; 
2=Р,(х) (ER ЕС, ), 
200) =у | Фа, yar, (10) 
而 号 旭 龙 出 满足 条 件 
[z(t)— yi <ó Gela,b]) 
的 所 有 z€C, 组 成 的 集合 ， 作 为 Yo ЛЕ Al 
ly—yo|<6=0— М(0- a) 
Йоп ях z€ R" 的 全 体 ， 
ГР, 对 于 每 个 YEYo fO S PH D. ERE, 


a -| | Г: | 
ADA | ф(х(т), r)dr 

<ó, M(b-- a) =å. 
偿 归 验证 算 子 己 We $1 ЧИ (2). Ва, EQ z€ Y,, 
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IPOD- POI тах И [e(z(z),r)- y(r), т) dr 
Кови. 
记 
a= К (ба), 

按 (8) 式 , A “< 1. 

Я ГР, ХУ ЕВЕ ЛЬ. АЙ. 

于 是 ， 按 照 定理 1 3, 方程 (9) САШ У y ВЕ СВ) +í 
一 的 解 , 而 且 访 解 连续 依赖 于 y. 

注 . 方程 组 (3) 的 解 x7 ysy 时 对 初始 向量 9 的 连续 依赖 
性 在 这 种 情形 下 意味 着 : 对 每 一 se>0 都 可 找到 这 样 的 no 使 得 
Ду | ЗП 就 有 jz 一 zyolc<e. 

4.3， 对 算 子 (9) 应 用 Schauder 原理 可 以 在 对 函数 ply, t ЙЕ 
混 弱 的 很 定之 下 建立 方程 (6) (因而 也 就 是 方程 组 (1)) 的 解 的 存在 
性 .但 这 时 不 能 证 明 解 的 唯一 性 ， 特 别 是 不 能 证 明 解 对 初始 向 量 
的 连续 依赖 性 . 

定理 2， 设 浮 数 9 除了 条 件 (7) 之 外 满足 定理 ! 的 所 有 条 件 
MERNO Е ЕСЕ. АЕ ela Pl AR 


PH DRT Y AF Е Га, b] 33828. 
K R 
6—в= 2, 


ИН FEH (3) РЕ AL 948 28 W: (5 BJ We. 

证 .沿用 定型 I 的 记号 开设 P — -Po 容易 春 出 也是 从 昌 到 自 
身 的 算 卫 ， 专 实 t， 在 定理 1 证 明 这 一 点 于 仪 仅 用 到 不 等 式 
M(b--a) <s, 这 个 不 等 式 的 成 立 在 本 定理 中 是 假定 了 的 ， 

同样 不 难 验证 了 是 连续 算 子 ， 上 事实 上, хоз 2 € Q; 2, = 
. 204 . 


PC.) (2 一 0,1,…)， 由 于 函数 ФО, БЕ, МНЕ e>0 ul 
REJ 07220 使 得 当 ijy 一 y | 过 7 有 时， 

P, 2) -py,t)|<e (tela, b]). (11) 
BB Eu хо ->0, WMH n я 5 А Сп ето ВР file,- то 9, 所 以 
更 有 

(En) 26 (4) | <? (¿Cla,b]). 
注意 到 (11), 所 以 当 二 ao 时 就 有 
фа, (2), 2) -plr (t), t)| <= (tS 'a,b]), 
因而 当 пет || 
上 тах | 2,(#) —20(#) | 


Smax| Геба, (+), т) 9 (вн), t) Ме 
< =(6--а), 
因此 2, P(x,)->20 = P(x0). 
由 于 名 ЖЕНИ, MARME 3.2 АЕ ЕЛА 
P( 昌 ) 是 相对 紧 的 就 行 了 ， 一 旦 证 得 了 P48) 的 机 对 紧 性 ， 定理 的 
ПЕНЯ ШЕВ Г. 
不 难 将 空间 C 中 集合 的 紧 性 准则 (I. 5. 2) 移植 到 空间 C, h. 
因此 ， 就 应 当 证 明 国 数 族 P(O) 《其 一 致 有 界 性 从 
P(Q)C O Ж, по 是 有 界 集 )， 但 这 乃 是 下 述 不 笃 式 


|z(4')-—z(t)| ee, pa Ddr <M|t'—t] 


(229, z= P(z)) 
的 推论 ， 
定理 得 证 ， 
4.4. 现在 来 考察 积分 方程 


1{8) | оозу. (12) 


应 用 定理 1.1 可 以 证 明 : 对 于 充分 小 的 4， 方程 (12) 具 有 了 唯一 解 . 

定理 3. ПА pls, t, 人) 在 平行 六 面体 _ 

ass, t=<bi|ul ssh 
LAPE LIEZ, JE H. X T i 4 Е s Jü £ BB Ги 
Lipschitz Ж: 
(p(s, 1, п) =- p(s, t, ш) Кии |, 

ДНК DRT s М, 

这 村， 加沙 记 

NM- max| pls, ё, п) | (аа Lh, uls h), 

НЯ д £ f: 


Г і ] 
А тіл. uo: а)? КСБ 可 | (13) 


BF, 方程 (12) 有 了 唯一 连续 解 ， 
Е. ЧЕ l. l ha X Cla, OJR E EIE а АСС 
ПАО. РУ 
z=P(2), ЕО 
RCIE PEEL, ЧЕ E 
Р (а) [< A MG a) < в (zC Q). 
HK, 
Ра) -PEIE A| max | ф(х, 6,200)) pls, t, z СЮ) 
[А К(0 а) \а—2' t. 
Ви, 45а JA KO фа), 则 由 (13) 得 到 a<1, КИПР А: ЕАН 
算 子 . 
由 于 方程 (12) uj š pÉ 
z= P(r), (14) 
ВЫ Я Е (12) 1) REI TEE HEIRE РЕ ну ЛА EML 1 推 知 , 因为 正如 
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АЕ НЕ НГ ИУ, 定理 1. 1 的 所 有 条 件 己 满足 . 
注 1， 取 任意 的 连续 国 数 zo Сао СА), H zo HH EJ ВА BOY 
Alira: 


cb 
Z, + (s) == 4 pls, t, z, (t))dt (л ~ 0, 1, e). 


这 时 由 定理 1.1 я Е А EJ REA a Sk FJ; Pa (12) ВУ B. 

注 2， 利 用 定理 1. 3 则 可 以 建立 方程 (12) 的 解 对 禧 足 条 件 
《13) 的 4 的 连续 依赖 性 ， 

4.5， 利 用 Schauder 原理 有 可 能 在 很 多 情况 下 扩大 使 得 方程 
(12) 可 解 性 得 到 保证 的 4 的 界 . 

БЕН p RHA 

pls, і, и) = К(5, ё) р(Е, и) (15) 

的 形式 , 其 中 К($, 1) Жа, b; a, b] EIERN y, и) Са, 
b], 1и <h Е. EF, 有 

定理 4， 如 果 积 分 方程 (12) 中 的 图 数 县 有 (15) 的 形式 并 且 


A АА АДА АА А А А 


h 
A ay (16) 
JG Mr = max|K(s, D|, М, стах ФС, |, НОР 
DETH 


НИ. 

证 ， 仍 然 沙 用 以 前 的 记号 , 象 上 面 那样 来 证 明 书 四 从 集合 9 
到 自身 的 筑 子 ， 由 于 集合 吕 是 西 闭 集 而 算 子 己 连 续 〈 见 定理 2 的 
证 明 ), 所 以 正如 在 定理 2 中 那样 ， 为 了 能 应 用 定理 3. 2 只 须 验证 
P(9) 是 相对 紧 的 就 够 了 ， 因 为 P( 昌 ) 是 空间 Cla, b] 的 子 集合 ， 
所 以 就 应 当 证 明 PCO) 中 的 函数 是 一 致 有 界 和 间 等 连续 的 ， 一 致 
有 界 性 是 显然 的 , 而 同等 连续 性 则 是 不 等 式 

KOROT O EOE 
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«дм, к, 0 = Ке", 0) 146, 


(z= P(z), ЕЯ) 


的 推论 ， 
将 积分 算 子 看 成 空间 L?[a,5] 中 的 算 子 , 借助 于 Schauder 原 
理 可 以 建立 与 定理 4 相 类 似 的 结 } 


定理 5.。 设 方程 (12) 中 的 函数 оо онази, в 
ЗСК (в, 2) 5 Та, b; a, b] ЕВЕ ЖЕ, 
A= sup [| (s, 2) [41 о, 


ИННА ВЕ РСЕ, м И Га, b; — h, A] БЕ X i ВО, 
这 时, 如 果 


А an nan an м 


h 
Т 
如 方程 (12) 具 有 在 [a. 所 上 平方 可 积 的 解 . 

证 ， 象 上 而 一 样 ， 根 据 定 理 3. 2 来 证 明 本 定理 ， 不 过 在 这 里 
RE Х = Lla, 01. ЖИ 

Jah ОРЛ t 26а. 0) 
的 EL k OQ. ATP RLAR 

我 们 来 验证 条 件 (17) 保 证 了 人 包含 关系 (осо. 事实 上 , 如 

Же 2 Р(х), И ЗЕТа, blik Буняковский АА 


(17) 


jco = ТА KCs, все, = | 


«Ако, опа во, гауга 
< AM.,Vb— ash. 
JM fE НЕНИЯ E P ER, Uz, ЕО iy z= P(z), z= 
Р(х). ЯН 
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jz(s) 一 2 (s) peel IK (3, ty di | |%(t.z(4)) 
рО xE) | dt 
SPEI IPO, фату. 
(18) 
设 给 定 任意 的 е0. WAER y ESE, PRE 7> 0 Е 
| < 了 时 有 
(2, и) (Е, и) | <= (16 [а, b]). 
ЖИ Б Га, b] 2} Хх е, е, АЕ, Ше, 表示 使 得 |x(t) 
—2'(1)1<7 ñ t ER, е, Ala, b] ERREA. ilr- 
z'| = v, 则 
s| eoero us| l(t) а (4) ар mese., 
因此 


mese, 2 
n 
我 们 现在 来 估计 积分 г [Се rD, ао 14, 


1=| +| ра) вау 

< 2 тезе, ` 4Mimese, 

<e? (ba) 2I, 

7 

利用 这 个 合计 起 , 由 (18) 可 得 
[еа |? =f 1206) 25) |248 


<J. a) е (b—a) +- Hle 


因此 , RE z 充分 接近 г, 就 可 以 任意 地 接近 г. 
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HT ORIRE AE, LR F 8026 ОВИ 
KET. Ale, 根据 Riesz 定理 (IX. 1. 3), 就 只 须 验 


| lz(t+n)—z(t)|?° di 72 0 


对 于 SP(8) 是 一 致 地 成 立 就 行 了 ”)， 
$ 4Е09,2-Р(О). ЖА 


р [208 -- 2р) —2(8) |2 ds 
=| Я ГК (8-1, #)-—К ($, #14 (1, z(t)) 4 |245 


<м | | "К-т, 1) — K(s, 0) |5450. 


我 们 现在 来 证 明 最 后 一 个 积分 趋 于 零 ， 
ИЖ К(з, 幻 连续 ， 则 这 是 显然 的 ， 而 如 果 天 (s, ОА 
一 般 形式 , 则 可 取 连 续 国 数 序列 (天 (st)) 使 得 


b rb 
| | |K(s,1)—K,(s, t) |0501 z320. 


我 们 有 


m 


| кеч, кс, lasa) 
<. 
|. 


b 


КАЕ OKs, t) ава | 
И IK(s : n, t)—K,(s+n, 1) [48 


+ 


+f | Кв, t)—K,(s, [ава |. 
wn 充分 大 , 使 上 面 不 等 式 右 端 后 两 个 积分 小 于 任 辣 的 二 0， 然 
后 , 取 7 了 充分 小 使 得 第 -一 个 积分 同样 小 于 e， 这 样 ， 我们 就 得 到 在 


+) 在 Riesz 定理 中 还 有 一 条 件 就 是 范 数 的 有 界 性 , 这 一 点 我 们 没有 提 及 ， 因 为 
它 是 显然 成 立 的 ， 
* 210. 


一 般 铺 形 下 所 需要 的 结果 ， 
定理 完全 得 证 . 
Жі. ДЖ p, н) е AEK ах 16: —eo и< 
со E, 而且. 


PAW о, (19) 


则 当 h EZKE, EM 4 НУ 364016) НЕ НН 5 的 条 件 (17) 将 对 不 
ЖЕНЕ 4, М, М, 和 5 一 a 均 成 并 ， 因 此 ，(19) 式 研 保 证 了 对 任 
意 的 4 来 说 方程 (12) 的 解 都 存在 ， 

注 2. 定理 4 和 定理 5 还 可 以 在 对 方程 中 所 出 现 的 函数 施 以 
某 些 另 外 的 条 件 的 情形 加 以 证 明 . 同样 不 难 陈 述 当 在 不 同 干 
Cia, 5] 和 [a, 5 的 其 他 泛 清 空间 (例如 在 LLa, bpp) 中 考察 方 
程 (12) 时 的 相应 的 定理 . 


关于 不 动 点 原理 对 韭 线性 积分 方程 解 的 存在 性 证 明 的 应 用 可 见 Kpacie 
сельский[ 1]. 

Schauder 原理 的 最 重要 的 应 用 是 由 Schauder 本 人 在 其 关于 椭 因 型 微 
分 方程 的 普 作 中 给 出 的 , 而 Leray-Schauder 定理 是 在 关于 双 轩 型 方程 的 6 
作 中 给 出 的 ( 见 SchauderF3]). 


$5. Какиѓапі 定理 


5.1. 本 节 所 述 的 Kakutani 定理 (参见 Kakutani 的 [2])》 75 
是 Schauder 定理 (3.1) 的 推广 ，Kakutani 定理 在 数学 经 济 问题 
中 有 很 多 应 用 (参见 Nikaito)。 下面 , 我 们 叙述 这 个 定理 对 博弈 论 
的 应 用 . 

为 了 叙述 Kakutani 定理 ， 我 们 需要 关于 多 值 喘 射 的 某 些 事 
$. ЕХЯУ 是 诬 量 空间 ， 并 且 用 2Y EREA Y BATEA 
的 集合 。 我 们 将 所 有 了 映射 天 时 ->2Y ХЕ. НОЕ м, 对 
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трго CX, MAREA Y 0 3 4 (K S (2) 与 之 相对 应 (当然 ， 
集合 YY 我们 在 以 后 总 认为 是 韭 空 的 ). 
我 们 称 如 下 定义 的 X x Y 中 的 子 集 G5 3518 bh Я f : Y—> 2Y 
G i= iC, y) yEf a). 
ERA fX 称 为 在 点 xEX 处 是 闲 的 ， 是 指 А зоа, 
Ya >y Ж у, СРС) 可 推出 yEf(z)， 如 果 映 射 了 在 每 个 点 xEX 处 
BERIS, M 称 映 射 了 是 闭 的 . 易 见 , 了 是 闭 映射 的 充分 必要 条 
TF F EE СЛЕ X x Y 中 是 闭 的 . 
ЖИЛА ЙЕ f: X > 2Y 称 作 在 点 xEX 处 是 上 六 连续 的 ， 乃 古 指 
对 任意 的 开 集 合 UDIO TRAA e AIR У, 使 得 了 КСО, 


其 中 РО) = [Јосе ЖЖ f 8 ЛЖ EX 处 映射 了 都 是 上 


于 连续 的 ， 则 称 映射 古 上 半 连 续 的 . 

如 果 上 是 通常 的 单 值 映射 , 则 三 的 上 半 连 续 性 等 价 于 连续 性 ， 
虽然 团 映射 可 能 不 是 连续 映射 . 

引 理 1， 如 果 集 合 Y 是 紧 的 , 则 闭 映射 / ЕНЕ. 

ЧЕ. № хех 和 开 集 合 ГОЈ (х). 考察 集合 下 = {26Х: КС 
UY, НХ EV 并 且 FOCU, 所 以 具 需 证明 六 是 开 集 合 ,或 者 义 \ 
V= (2zEX: f(2) П (YNU)Z Z) ERE. ЖЖ Я: Я д,->26Х 而 
2.ЄХХУ, 则 可 以 找到 点 y,Cf(z,) ПП СЗО). НРУ ИЖ, saf, 
找到 序列 {y.,} 使 得 y,, SJEY. 因为 映射 了 是 闭 的 ,所 以 可 推 
пу (=). ИН УЕ (2) П СУЗУ), 由 此 可 知 Ex, 

5.2. AL CX B TE WR At f:X->2% 的 不 动 点 ， 帮 是 Tg "С 
f(z*)， 现 在 УЖО Kakutani 定理 f. 

定理 1. МХ д Banach 空间 , КАХ ЗЕ ЖА, | 
f Koz Rl kt 
* 2I2 * 


1) 对 于 每 个 点 zC K, 集合 1(7) 均 是 集合 去 的 非 空 山子 集 ; 


2) 映射 了 是 六 的 ， 
HEERA. 


—  ————— ААА 


证 ЕЖА , 所 以 按照 Hausdcrff 定理 ， 对 任意 的 
e>0， 存 在 关于 到 的 有 限 的 =-М zu. za, v, о. ХЕ 
z€ K, > 

ф.:(х) == max(e—|z—z,,|, 0) (i =1,2,-.., п(е)), 

显然 , p.; ЖК ЕЕ. РЖ} АЕ е, Т 
以 对 任意 的 xE K, 至 少 有 某 个 i 使 得 lz 一 x, 淖 过 e， 因 此 ,对 这 个 i 
就 有 Ф.;(2)>0. В ТОВА Х 


nie) 


o, (z) = Ф, CD 三 re G=1, 2, n(e)) 0) 


的 正确 性 (也 就 是 说 , EFA EYE # # Фф. >, 所 以 可 以 
按 (*) 来 定义 ww,:(7Y) 一 一 译注 ). 
RELE n AR и. СРС, 0), (ЖАРА 


[.(#) = >». (в) у. : 


ЕКО 7, 

从 条 件 z, € К, wi) >20, Xu, (х) = 1 МНЕ S КМ ИН: 
АНЕ 7. С) И, 这 样 ， 对 任意 的 e 二 0 就 有 单 值 连续 映射 f.: 
K-> K. 根据 Schauder 定理 ( 见 3.1)， 存 在 上 映射 了 的 不 动 点 zs 
ИВ f, (£) = z,. 

由 于 集合 的 紧 性 ， 可 求 得 正 数 序 州 {ew} 和 点 2*EEK 使 得 让 
是 如 下 有 的 条 件 : 


к) 定理 1 的 证 明 是 依照 Нукайдо 的 方法 得 到 的 ， 
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а) lime, 0; b) ж, >a"; С) for, ) = En, 

我 们 现在 来 证 明 z* 就 是 要求 的 映射 的 不 动 点 ， 命 0,= 
a) Вы 其 中 B= {9:1y| 过 8),6 汪 0， 若 能 证 明 对 任意 的 5>0 
二 有 z*CU,, 则 由 于 f(z*) 的 闭 性 , 我 们 就 得 到 了 所 要 证 明 的 结果 : 
zx*Ef(z*) GER, f(zs) 的 闲 性 从 映射 了 的 闲 性 推 知 ).- 

现在 来 证 明 ， 对 任意 的 9>0 ВИН z*€U,. BL PR, U, ВУ 
集 而 Леси, RREI, IF z* MU, 可 以 找到 球 К, 
а: аач еВ РСК) СО, HERI aM b), ЕЕ 
使 得 当 пам В г, <е/23ЕН z. EK.. И Ж ш, C) 220 I 

|z, а.е, 2/2, 
从 而 
аа, Е аз еа рее, 

因而 , n>N 时 ， 对 所 有 使 得 o, (z. 20 ЕВ, a € 

K.. ЗВЕНЕ, 我 们 就 得 到 


z. S€f(z. C f(K,)CU,. (1) 
АЖЕ c) 可 以 推 知 
т, = Хао, (Z, Yeni (2) 


由 (1) 和 和 (2) 我们 就 得 到 结果 ;， 当 之 六 时 ,点 x, 是 所 有 位 于 
DORREA Jao WELA, BRERA U, 的 凸 性 ， 于 是 可 知 z. SU,. 
令 п->оо 而 肥 极 限 ， 得 到 六 和 CD， 由 此 ， 正 如 早已 指出 的 那 
EE, 可 推 知 x*Ef《z*)， 这 就 最 终 完成 Kakutani 定理 的 征明， 

5, 3， 我 们 现在 来 给 出 Kakutani 定理 对 博弈 论 的 一 个 应 用 . 

落 虑 具有 零 和 的 两 个 人 ( 赌 者 工 和 赌 者 ПУ, ВИ 
清 完 中 的 一 个 参加 性 的 赢得 最 内 能 等 于 另 一 个 参加 者 的 输 掉 量 . 
我 们 将 赌 者 在 一次 假定 性 的 隋 赛 过 程 中 所 可 能 采 芭 的 金 部 行动 的 
困 有 选择 叫 周 省 的 策略 ， 赌 者 工 的 所 在 策略 的 集合 〔 亦 即 策略 空 
让 为 天 赌 者 开 的 所 有 策略 的 集合 记 为 工 
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выигрыша), jË В. ЕЖЕ zEX 而 赌 者 开 选 择 策略 
УСУ, ШЖ К(х, у) Е Е Бе WA m— KEC, y) 是 
и ПМЖ. ЕН (X, Y, K) 称 为 博弈 , 其 中 于 和 了 是 如 
上 所 述 的 两 个 集合 而 天 是 定义 在 站 x 了 上 的 函数 . 

当 赌 者 I 选择 自己 的 策略 zC X 时， 他 根本 不 知道 赌 者 I 的 
策略 。 因 此 赌 者 1 应 该 设法 使 他 的 对 王选 择 的 是 最 坏 的 策略 ， 亦 
即 赌 者 I 的 利益 是 inf K (a, у). 这样 , 赌 者 工 自然 要 选择 策略 za 
X 使 得 

inf K (xo, y) = тах inf K(z, y). (3) 
нЕ П Пу KC, у), 所 以 从 (3) 可 知 赌 者 II 应 该 
找 这 样 的 策略 yoEY, 使 得 
inf {— К (2, y0)} = тах inf[— K(z, 9) |, 
亦 即 使 得 
supK(z, #0) = пит supK(z, z). (4) 

比较 (3) 和 (4) 可 看 出 , 要 得 到 存在 满足 (3) 和 (4) 的 策略 z€ X 

和 yoSY， 其 充分 必要 条 件 是 对 所 有 的 z€ X 和 YEY 要 请 足 不 等 式 


K(x, Yo) < К(то, yo) SK (to, 2), (5) 
而 (5) 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 满足 等 式 

min supK(z,y)=max inf K(x, у). (6) 

YEY TEX TEX YEY 


使 等 式 (6) 成 立 的 值 称 为 博弈 的 值 ， 满 足 不 等 式 (5) 的 策略 贷 
zo 和 yo КО АЈА, ЖЕ ro F yo 本 身 则 称 为 最 佳 策 略 **， 为 
了 证 明博 弈 的 解 的 存在 性 需要 证 明 一 个 关于 极 小 极 大 的 定理 ， 这 
一 定理 在 于 对 给 定 的 博弈 来 验证 等 式 (6)， 我 们 现在 借助 于 Ka 


*) 详细 的 论述 可 参见 Карлин. 本 节 中 部 分 地 引用 读书 的 内 容 ， 
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kutani 定理 未 证 骨 这 类 定量 让 的 一 个 最 : 般 的 定理 , 首先 叙述 下 
EY SIEL 这 个 引 理 的 证 明 建 议 读者 自己 去 做 . 
5138 2. 1) IHT NAR K e, y), HA 

inf sup K (z, 9) =sup infK (=, 0). (7) 


2) ХУ ООН К E, y) 在 X <Y 上 连续， 
пуа 50 ф(х) = тах К (z, УПИ 0 (z) = шіп K(z, у) ЛЕХ Е 
续 ， 此 外 ， 存在 min max K(z, У) max min K(z, y). 
~ — 7 ЕР ХЕХ 


定理 2. РА 


b) pa Banach 20 Y ЕР 
с) М K, УЕ X ХУ 上 连续 ， ITEA z€ X, Kle, y) Ë 
Пе TIA СУ, Kz, p) Ë z 的 四 函数 ,也 就 是 说 
К (а лу t AYD SAK a, y) t (1—1) K (ey), 
五 (4 和 十 (1 一 4)22 y) >AK (a у) + (1—2) K(r,, y), 
其 中 т, r. LEXI Y, у, YEY OKAI, 
这 上 时, HAO, Y, JOH AE 而且 
| min шах К (х, у) = тах тіп K (e, y). (8) 


JEY ТЕХ yE 
1. MORE 2172) прп, ERREA RARIOR) 事实 
ЈАЈЫ, Ae. 我 们 将 证 明 (8) 式 的 成 立 . 
ХЕГИЕ 2C X, $ 
В, = {4ЕУ: K(z, у) = min K(z, 2)}. 
НТУ ER. их BLAD. ВИ, В, ММ. ШЕ В, 还 
是 西 的 ， 如 时 01, gaEB 0521, 则 | 
К (а, ży H (1—4)g SAKE, p) (1-- Л) Кса, ya) 
- СЫ 2) = т К (а, =). (9) 


yi, 因为 了 是 十 的 , 所 以 Лу, 4 (1— ДУ, 由 此 推 知 
a 215 = 


К (а, Ау, + (1- 24) уа) min К (г, 2). (10) 
由 (9) 和 (10) 可 得 到 
K(x, Ayı (1— ра) = min K (s, 2), 


由 此 可 知 Ay + (1—2) 8 B,., 也 就 是 涪 集 合 В, 是 凸 的 . 
类 似 地 可 以 证 明 , 对 任何 УСУ, 集合 
A= zS X: Klar, у) = шах (w, у)? 
ШЕ Е, 
23% Banach JA Xx Y Ф C= X < Y. Тихо 
нов 定理 (I.2.7), ЖА ОДЕН X x Y 中 是 紧 的 ， Ш, 4x B, 
(EX, уе) С УЕ 7, НЕЕ SE R (2, ЕС 
映射 到 集合 Arx В, 内 去 的 多 值 映射 fi C->2*， 为 了 能 应 用 Ka- 
kutani 定理 , 只 需 证 明 映 射 了 是 闭 的 就 可 以 了 . 
设 在 集合 C 中 有 (z, 0) ә (к, у), Un, о) (и, v) ME. (и, 
5,61 (En, Yn)， 我 们 来 证 明 
(u, v)Ef (x, y) = A, x Bz, 
К) и,ЕА,, о, В, , 所 以 
К(и,, Ya) = тах К (w, У»), 


K( 2a, о.) = min K(z,., 2). 
ДЕТ 


因为 и, >и, 所 以 由 引 理 2 0) 2) af S 
K(u, 9) = Иш К(и,, У») = lim max K(w, Yr) 


nr ШЕХ 
= тах А (№, у). 
wEX 
因而 证 得 wE4,， 类 似 地 可 证 VEB. 
这 就 证 明了 映射 了 是 六 的 ， 由 于 存在 着 点 《2o,Y0o)EC 使 得 
(Eo, уь) (20, Yo) = Ах В, „ МН Kakutani 定理 可 知 
К (хо, g a) тах А (т, Yo), K £o н) піп K (zy У). 
ХЕХ YEY 


i 


用 此 可 得 


min тах А (т, и) =. К (zo, 90) 1 тах min К (2, у). 
YEY ЕХ 


d d ЗКО СТОНЕ Вр баюсь). 


定理 完全 得 证 ， 
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第 十 七 章 ，” 非 线性 算 子 的 微分 


韭 线性 算 子 的 进一步 研究 可 以 通过 建立 线性 算 子 和 非 线性 算 
于 之 三 的 联系 这 个 途径 来 实现 , 讲 详细 点 , 就 是 借助 于 由 线性 算 子 
去 局 部 地 过 近 非 线性 算 子 的 途径 来 实现, 

为 此 ， 本 章 里 对 非 线 性 算 子 微分 学 这 个 工具 给 予 必 要 的 讨论 
《这 种 过 论 完 全 是 为 了 下 一 章 的 应 用 )， 


$1. 一 阶 导 数 
1, 1， 设 已 是 从 一 个 Banach 空间 XX 的 闭 集合 名 到 另 一 个 Ba- 
nach 空间 Y 的 集合 A 内 的 算 子 ， 取 固定 的 一 个 元 素 все, У 
定 存 在 这 样 一 个 连续 线性 算 子 VEB(X,Y)*, 使 得 对 任何 xEX 
АСИ 0) ра), (1) 


+0 


在 这 种 情况 下 , 就 说 线性 算 子 是 算 子 在 点 zo 处 的 导数 ,并 写 为 
U= P'(zo). 
如 上 所 定义 的 导数 常 称 为 Gateaux 导数 或 弱 导 数 ， 而 元 素 U(x) 
称 做 Gateaux 微分 . 
用 天 表示 使 得 jzl|= 1 的 所 有 EX 的 集合 ， 如 果 极 限 关系 (1) 
对 z€ K 一 致 地 成 立 , 则 称 算 子 己 在 点 zo 处 可 微 , 这 时 导数 P' (хо) 
叫做 Fréchet ВЕСНЕ ЗВ. 
换 包 话说 ， 算 子 已 在 点 z, 处 的 可 答 性 表明 存在 这 样 的 算 子 
*) 记号 B(X, 卫 表示 从 XX 到 YY 的 连续 线性 算 子 全 体 组 成 的 空间 ， 
**) T Fréchet 导数 的 定义 在 FruchetL3] 中 葵 出 , 弱 导 数 的 定义 在 Gzateaux 
UIP. 
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USB(X, Y), 使 得 对 任何 e>0, 霹 可 找到 6220, 从 1Az 50 可 推出 

jiP(zoTAZ) 一 P(zo) 一 CCAzJ1<elAzl (АХ). (2) 

这 个 结论 的 简单 的 证 明 建 议 读 者 去 做 . 

1.2. 下面 我 们 指出 导数 的 莽 革 最 简单 的 性 质 ， 

L. RAF P fe F£ zo 处 可 微 , 则 世 在 这 点 连续 (只 假定 导数 
存在 还 不 够 ). 

这 从 (2) 式 可 直接 推 得 . 

П. В P=:oP+asPs，、 如 果 存 在 导数 Pilea) 得 PiCxo)， 则 
也 存在 Р' (2), 而 且 

P' (хо cQ Ру (z ) +a, P; (zo). 

Г.Р PU P, # z ИЯ, MU P HE z+ 点 也 可 微 . 

这 些 结 沦 可 从 定义 直接 推 知 . 

ИУ. ИЖ P=UEB(X, Y), 则 P 了 在 每 个 点 EX 都 可 微 , 而 且 

Р' (х0) =0. 


Ро бх) CP (zo) (у) 
г . 


(У. БРАЛ QC X HIRA ACY 的 算 子 , ОВЛ я: 
个 Banach 3] МИ. ФА-ОР, HIREA y a = P (zo) 5 
可 微 CxoE 昌 8), 而 了 在 点 xo 处 具有 导数 , 那么 ， 算 子玉 在 点 zo hb B. 
有 导数 , 并 且 
R' (20) =Q (P(r.))P'(z ,)=- Q'(g a) P'(z,). 
#3 Е, 9 И=Р’ (10), V = (yo)， 并 取 任 意 的 zEX, № Az 
=Р(лот tz)— P (zo), HI 


В (115) R(x) _ QP(z l 12) —QP (zao) 
£ і 


LAE Ау) уз) VAN) HEC) _ 
А t 


° 220 » 


_ Роду [#2 А0 Ра, 2) (АУ) i Piro ёт) Ри хо) 
V 8). G 


其 中 
ECAD =RU + Ау) Өр) V Ay), LECA =о Аз. 
在 (3) 中 当 >0 时 , 第 一 项 的 极限 为 
EV P' (£D) -=У0(2), 


而 第 二 项 的 极限 趋 于 零 ( 因 为 sg) о 而 范 数 因 子 是 有 界 的 ). 


[Ay] 
于 是 ， а С 080 н) yu), 
这 正 是 所 要 证 的 . 


Ж. EPE хо 点 可 微 , 则 五 同样 可 微 . 
У. WREE IV 的 假定 条 件 下 , AT Q—=V 连续 且 线 性 , WI 
R'(x0)=VP’ (z). 

1.3. 我 们 现在 指出 一 个 不 等 式 , 普通 实 函 数 的 有 限 增 量 公式 
正 是 这 个 不 等 式 的 特例 . 

Вто 和 2 都 属于 4; 还 假定 连接 ro 和 2z 的 直线 段 Lzo zj 上 的 
所 有 点 也 属于 ,又 设 在 .x0, z] 上 的 每 一 点 都 存在 算 子 己 的 导数 . 
写 х= 1 —хо, ШЕНЕ РА СҮ", йт 

ФСГ) =9(Р (о +1Ах)). (4) 
不 难看 到 , XAR p ELO, ПЕНН, EXE, 


ФБА) (1) /P(zaz=-1Az+ М Аа) PwottAz) ү 
А 1 At 


(5) 
当 At->0 ikt, 泛 国 9 9 РИА P'(z + tAr) (Лх), Я 
而 , HIZA g 的 连续 性 , (5) 的 右 端 具有 极限 
ф' (1) = 9(Р' (х, + Аз) (Ах)). (6) 
写 出 对 函数 фон ОВНА 
ф01)—Фф(0) =p (9) (0.<0<1). 
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СХС T(G), 得 到 
gP Czak Az)—P(z ))- 9(P (а, | OAx)(Ax)), 
央 而 ， . 
|g(P(za Г Az) — Ра) 101 sup [P (za | 0A2) Аа. 
(7) 
МИЕТЕ д 使 得 
9(Р(2-- Аз) —Р(а)) = 19 ПР(а, + Ат) Р(х) |. 
这 时 , 由 (7) 得 到 
ЇР Са) P (zi) [<< sup IP'(z БӨЛ) ЦА] (Az z—zo)- 
(8) 
对 算 子 P 一 U0( 其 中 VEBCX, YY) 应 用 (8) 式 并 利用 1.2 的 ИЯ 
HI, 我 们 就 得 到 不 等 式 
|PC) Рад С Са) S sup |P' (z BAr) Иа, 
特别 , 2 U = Р' (хо), 我 们 就 得 到 
[PGz2-Az)—P(a )— P'(z Ла | 
«ТА sup [Р (ао i BAr) =P (ao) |, (9) 


我 们 称 (8) 为 有 限 增 最 公式 ， 而 称 〔9) WR ИТ 

1.4. 我们 指出 有 限 增 量 公式 的 一 些 应 用 ， 

假定 算 子 五 的 导数 在 某 个 开 集 合 8uC 吕 上 的 每 一 点 都 存在 . 
因此 ， 在 Qo 中 就 定义 了 一 个 把 元 素 z€ Q, 和 元 素 P'(x)EB(X， 
Y) 对 应 起 来 的 算 子 P. АИ: WRAT P 在 点 EQ, ДЕНЬ 
ИРА ар. 

УЕ, 碳 干 假定 的 算 子 P 的 连续 性 ， 对 不 管 怎样 的 e> 0, 
总 可 以 找到 6>0, 使 得 只 要 |z 一 zoj<6, 就 有 

|P C(x) —P' (в) |, 
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岂 就 是 说 , 如 果 jAz| 一 9, 则 ,sup [Р' (2-02) -Р' (а) е, 把 


这 个 结果 应 用 于 (9), 即 得 到 不 等 式 
Р(х, Ах) – Р(х) — Р' (20) (Ах) |< elAzl, 

这 表明 算 子 已 在 点 ze 处 的 可 微 性 . 

有 限 增 最 公式 还 可 以 用 以 证 明 算 子 忆 的 不 动 点 的 存在 性 ， 

ЖЕ 1. 设 算 子 了 映 集 合 2CX 到 X, 而 县 在 凸 半 集合 只 vC 
人 的 每 一 点 存在 导数 .这 上 时， 如果 

1) P(N) CH,; 

2) sup|P'(z)|=a<1, 
则 在 2.96081 РЕ, 

只 须 验 证 在 所 考察 的 情况 下 定理 ХУТ. 1.1 的 条 件 满足 ， 

UREK 4 要 去 说 明 书 是 压缩 算 子 . 

Ит, zxE 品 o， 按 有 限 增 量 公式 , 有 

Р (а) P(e r sup |P'(z,+-0(a—z0)] 


<a|z,—,|, 
这 就 是 需要 证 明 的 . 
Ж. 如 果 假 定 算 子 P' 在 Q 中 连续 , 则 2)? 也 是 使 得 书 成 为 压 
缩 算 子 的 必要 条 件 ， 
事实 上 , 如 果 


sup |P (|1, 
则 可 找到 数列 {gw} (gs->1) 和 和 序列 {zx} C Q, 使 得 
[Р'(2,)[ >“,  (n=1,2, e); 
同时 可 认为 点 z, 是 Qo 的 内 点 ， 
对 每 个 2= 1 2, …, 按 导 数 的 定义 ， 可 找到 元 素 z, 使 得 对 充 
分 小 的 有 


Plattan) Plen) >a | (16301,2, 60). 
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Аа, вых, 我们 即 得 到 这 样 -对 元 素 和 Ya 使 得 


| 一 | 
Ри, (30) 
ГАЕС 


й і РАЈАН Г. 

1. 5， 我 们 来 说 明 : щен X Si Y 中 一 个 或 两 个 者 是 有 限 维 
空间 时 上 面 所 引进 的 概念 的 意义 ， 

先 设 X 是 一 维 实 空间 , 即 它 的 元 素 是 由 实数 构成 . 

В VEB(%,Y)， 不 难看 到 这 睹 算 子 U 具 有 如 下 形式 


U(t)=iyo (EX), (11) 
其 中 yo EY Ел. 此 外 , НЕС = ЕП, 则 
107) = jyol. (12) 


反之 , 对 不 管 怎样 的 ysEY，(11) 式 给 出 了 算 子 ОСВ(Х, У). 
易 见 , 空间 Y 和 B(X, Y) 中 的 元 素 之 间 的 对 应 关系 是 一 对 一 的 , 线 
性 的 , 由 (12) 知 还 是 保持 范 数 的 . 因此, 可 以 认为 ВХ, У)=У. 

现在 来 考察 从 Q CX 到 YY 的 算 子 了， 因此 ,， 玉 就 是 以 实数 为 

变量 而 取 值 于 空间 Y 的 函数 

导数 Е’ (о) = СУ 存在 就 表示 对 任何 tC X 
lim TiO E) ty, (13) 


7-20 


м АЕ Srt, Ар (13) АВ A 


но E AFU) ` 
aeoo At Yo: 


于 是 , 在 我 们 所 考察 的 情况 下 , F OO MEMKE ERAN 
的 普通 的 导数 定义 无 任何 不 同 、 震 要 指出 的 是 ， 由 于 F UEY, 
所 以 算 子 P Р ВЕНЫ О ЗА У ПГ. 

ЕЕ BA h 9832 —FE, TEN: ЭРУ 
BARNET IT F AEM to 处 可 微 ， 

MR Q= Га, b), WRA F(9) ARRUIN Y Не, 09 
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Hj, 这 时 元 素 F СО) ais Y РЕН РОЩЕ РОБ 
线 方向 . 

1.6. 现在 设 关 和 YY 是 有 限 维 空间 ， Лт ХМ 
Y 的 维 数 ， 正 如 在 V,2.8 中 所 指出 的 ， 任 一 算 子 UCB(X, Y) 由 


矩阵 
CI G 的 
аз Go * Uim (14) 
{ 
G. Ang * Anm’ 
按 下 述 公式 


y=U(z) (y = Mis 1), "° ME Y, 2 = (Š, Éz, .... £. )C X), 


m= 2 au Š, (i=1,2,., n). (5) 
k=1 


来 确定 . 
考察 从 OCX УЮТАТ Р. Р Ртл Еа 
Ж Фф, фо. p. ЕК: 如 果 
у= Р(2) (= (т, ль, е, OEY, r= (£, É, =, En)EQ), 
则 
п. pi) 《1 2) (16) 
假定 存在 导数 已 (zo) = U(z (E, 89 6, 510), EU h 
НЕЕ. JE P'(z,)=U 改写 为 
P (zo Ро - = U 


lim (z) 
190 
并 广 意 到 (15) 和 (16)， пана n 个 关系 式 
CT En En) PAE, me, Gp) 
E20 
= >a, Š, (tl, 2,9,1), (17) 
к =1 


因为 这 些 等 式 应 对 所 有 的 z€X 成 立 , 如 果 我 们 这 次 地 取 这 样 
Плас: 第 一 个 元 素 除去 第 一 个 坐标 等 于 1 外 其 余 坐 标 都 等 于 
零 , 第 二 个 元 素 除 去 第 二 个 坐标 等 于 1 外 其 余 的 坐标 均等 于 零 , 等 
等 , 则 我 们 就 得 到 国 数 pb фа 6, Pa 关于 61, Ên t Em 的 偏 导数 ， 
ВЮ 

ЭФ: (Е, e, En) 

92, 

因此 ， 导 数 PCzo) 就 是 由 函数 pi Po t, p. 的 偏 导 数 为 元 素 
构成 的 矩阵 所 定义 的 线性 算 子 . 

但 需 指 出 ， 国 数 pi po e p, 的 人 篇 导数 的 存在 并 不 能 保证 层 
数 P' (zo) 的 存在 , 这 可 由 下 例 说 明 : i n=l, m=2. 


o (Ë, ‚5. ) 一 


=A; (2=1, 2, "n k=1, 2, =», т). 


я, ф,(0, 0) = 0; z= (0, 0). 


B. PLO 0) 0. руш, 如果 导 数 P(zo) 存 在 , 这 个 
导数 就 会 是 零 算 子 , 因而 , (17) 式 就 给 出 
lim®!( 282) o. 

t 


#20 


然而 , 只 要 6150, E40, 这 个 极限 趋 于 无 穷 大 ， 

我 们 建议 读者 证 明 : 算 子 了 可 微 的 充分 必要 条 件 是 函数 p, 
Pas p. 可 微 ， 但 正如 由 初等 分 析 的 一 个 著名 事实 可 推 知 的 由 
导数 的 存在 不 能 推出 算 子 尸 的 可 微 性 , 

1.7. КРАН T Banach FAXAR 25 М 8%, ¿n BEF 
定义 在 [a,5j 上， 则 论 及 五 的 积分 是 有 意义 的 ， 我 们 在 La,65] 上 构 
造 如 下 的 积分 和 的 极限 : 


-1 


SOF) Grata) 


ке Ü 
(a=t <1 <. <, буть, ée], k=0, 1... n1) 
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(Ш À max[/£,.,— 4, ]->0 р). 
н 


"BRRR, BE DREF Я 


象 对 实 值 函数 一 样 , AEDA (нр ЕВ е GER, 
因而 是 可 积 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 连续 压 妆 ， 它 的 积分 存在 ， 普通 
Riemann 积分 的 住 质 及 证 归 几 可 移 利 到 如 EE 所 定义 的 所 象 积分 
上 去 .我 们 只 举 其 中 的 三 个 性 质 . 
TI， 如 果 UVEB(X, Y), mj 
овса ос PCa). 


П. РО) = pU Yro (Ela, bJ) 而 zoEX 是 固定 元 素 ， 
y(t) 是 实 的 可 积 函 数 ; 则 


| P(t Yd | (Ш. 
Ш. овса <| еса. 


Аиаи арача HAY ОН. 
设 有 是 定义 在 区 间 [z ro Ar] ЕАН ЕУ ВОХ, YY) 中 
的 茶 个 算 子 ， 由 定义 , RIE 


To+ hr 1 
| 
zo "0 


п-т 


=lim > "А (отт, Ат) Ат). 
k= 0 


显然 , 如 果 忌 是 连续 的 , 则 积分 存在 且 恋 积分 为 了 中 的 元 素 、 这 种 
Я ВЕ ЛИ М. К. Papypun[ llu] A 0. 

特别 , ИЖ В=Р’, P Jd СХ $J У ARIEL хот Arie 
日 上 具有 连续 导数 的 算 子 , 则 关于 P'(z) 的 积分 存在 WH H. fr К 
IRRA 
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Ë “P'(z)du = Ри! Az)— P(zo), (18) 


这 个 公式 是 积分 学 基本 定理 , 即 Newton-Leibnitz 公式 的 推广 . 
事实 上 ， 


| ‘pi'(x) dx = -li Er (zoh TADA Ep — t.) 


РАА, 
k= 


(Z, =z hT Л Ax, = (ir tAr; k=0, 1, n—1). B 
一 方面 ， 


n 1 
P (z+ Ак) -- P (zo) = S {Plzo -tr  Az)—P(e + tAr) ] 
Е -0 


УР.) PCr) 
利用 有 限 增 量 公式 ， 得 到 


УР, )-—Р(а,) PE Ar] 


k= 0 
rol 

«Ав! 04,026) sup 1Р'(х,  +0Ar,)—P'(#,)1, 
т secl 


由 此 . 注意 到 РВА ВЕ, An P 在 [zo то} Az) Е, 
于 是 , 我 们 得 到 了 所 要 求 的 结果 . 
注 .。 由 积分 的 性 质 ITT 推 知 , 如 果 
IR(zo Hran) [< (тА) (rEL0, 1]) (19) 


А» АЕ, (20) 


| ваа | рса. (21) 
事实 上 ， 
| В(х)ах 


É | | R(za-FrAz)(Az)dr 
0 


«Аа | IRGC rAr) а 


«м отлаг Гора. 
i - ia 


特别 , 由 (21) 推 知 , 如 果 不 等 式 


18(2)1Ф(Ё) (22) 
对 满足 关系 
iz — Жо! st -to (23) 
的 所 有 z 和 上 均 成 立 , 则 
| Ra | (oa (24) 


其 中 2 ЕЕ КТЕ St o MERIR. 
事实 上 上, № Ar= z zo At =t, —to Z= z rAz, Ёфо 
råt, ИЕ Ах (<А, mH. 
1а 20| =т] Аз тл 2—2. (тЄ[0,1]), 
也 就 是 说 , (23) 式 成 立 ， 由 (22) 
Акт фт) (0,12). 
再 利用 (21) 即 得 到 (24). 


$2. 二 阶 导 数 和 双 线 性 算 子 
2.1， 设 将 Banach 空间 的 开 集合 2 映 到 Banach 空间 Y 的 
RTPS, ЕО ЕР 存在 ， 正 如 上 面 指出 的 那样 ，P” 可 看 
成 是 由 名 到 算 子 空间 ВОХ, УМ. И, НМ P EA z€ Q 
处 的 导数 是 有 意义 的 .如 果 这 二 导 数 存 在 的 话 ， 则 称 为 算 千 己 的 
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一 阶 导 数 ,并 记 作 P” Cro). ЗН Р’ 可 微 , 则 称 己 二 次 可 微 . 

如 果 在 名 的 每 个 点 上 二 阶 导 数 存 在 ， 因而 算 子 P" 丰 定义 ，' 
的 导数 叫做 的 三 阶 导 改 ， 一 般 地 ,了 在 zo 处 的 # 阶 IRPO 
EEH PDO 的 导数 ， 易 见 

n 
P(e)EBX, ВО ВС л У)...-)). 

2.2. ZA ВСХ, BCX,Y)) 的 元 素 百 接 的 解释 是 不 大 直观 的 ， 
为 了 能 完全 ,其 明 自 这 一 记号 的 实质 , 需要 引进 一 些 新 的 概念 

XEY 是 两 个 Banach 空间 而 且 每 一 对 有 序 元 素 z, z'CX 
和 元 素 

y=B(x, т’ )EY 


них 二 元 算 子 妃 称 为 双 线性 算 子 , 如 果 下 述 两 个 条 件 被 满足 : 
， 对 任何 2z1, 2,21, ЄХ НИ a, В 
В(ах, + Вх, т ) =аВ(=ғ,, z ) 十 BBCzo т’), 
(хтЕХ). (1) 
B(x, ax; + pr) =аВ(т, 1) + BB(z, £) 
I. 存在 这 样 一 个 实数 М0, 使 得 对 任何 z, ZEX 
IB(z,z')|=s Meile]. (2) 
正如 对 线性 算 子 的 定义 一 样 , 称 不 等 式 (2) 中 及 的 最 小 值 为 算 
子 巨 的 范 数 并 写作 | BI. DT 
IBl= sup |В(2, 1) |. (3) 


ПИЕТЕ! 
不 难 验 证 ,所 有 有 具有 范 数 (3) 的 双 线 性 算 子 的 集合 以 自然 的 方 
式 线性 化 后 构成 一 个 Banach 空间 ,此 空间 我 们 记 为 B(X?, У). 
我 们 指出 (不 再 详细 地 来 建立 了 )， 用 类 似 的 办 法 可 以 引进 r - 
线性 算 子 的 算 了 了 空间 BCX", У). 


*) 其 细节 内 Глазури" 2; Я Hille Phillips В Е, 
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ВЕ А РУ т. 
在 最 简单 的 情况 X— Y = КН, 双 线 性 算 子 的 一 般 形 式 是 


B(z, z' )=mazxzx' 


Сбт e 是 实数 )， 

ВЕЕ ХҮ gemf п ЕН. ЕЛ z, (i = 1,2, ---, т) 4 
示 空 间 基 中 除了 第 对 个 坐标 等 于 1 外 而 其 他 坐标 金 等 于 零 的 元 
素 ， 元 素 JEY( =1, 2 e,n) 也 类 似 地 定义 .我 们 来 考察 算 子 
BEB(X*, Y). ik 

В(х,, 23) = (aí а, ee, aip? Ci, j=1,2, =, т), 
H (1), IHESI r, x CX (e= (£ En tts Ém), 2 = CEL Éz, t, Em) 
将 有 如 下 关系 

у= B(z, ВСУ, S zp = SU: ë BG, z). 


i-l i, Је 


因此 ， 如 果 у= (, 175, °... Na), if 


7, = а (k= 1, 2, .... п), (4) 


U RRE ATCR y u ss ba AE e 8 т’ 的 坐标 的 双 线 性 型 . 
显然 ， 不 论 具 有 三 个 指标 的 第 阵 
(a) (2,7=1,2, “m; k=1,2, .., п) (5) 


臣 样 取 ， 按 (4) 式 所 定义 的 算 子 BB 总 是 双 线 性 的 . 
因此 ， 在 我 们 记 考 察 的 情形 下 ， 每 个 线性 算 子 确定 了 其 有 三 
个 指标 的 殷 阵 (5) 并 被 (5) 所 确定 . 
РУР ВАУ, KA, wiki FA B XAY i u. 
А, ХЕ, Y= 12, ИС Сацеву-Буняковский 
不 等 式 ， 得 到 ， 
r 23 ° 


| m 
kaia Beres | 
f j=l 


[z 


i=l 


. 
ха 


j=1 


Гот ? 
< Уи? | 
А, lelle l, 
其 中 A, KRPE А, Ах 的 最 大 特征 值 (参见 V.2.8)，4% 表示 
4 的 转 置 矩阵 ， 而 


O g 
а: Gio + Aim 


| 


( 

1 

{Ry (Ë) (E) 
Azt 855 =t Azm 


А, = (k=1,2, п), 
(k) (k) сЁ? 
Чт: Am2 дат 


因此 
Леру = За | вия 


由 此 即 给 出 下 述 估计 
ПЕР © 
因为 


A< Дар (k—1,2, n), 


i, J=1 
所 以 由 (6) 可 得 到 更 粗 的 ， 然 而 是 更 简单 的 估计 
本 m 1/2 
өе учи |. 
51 i=] j=1 | 


# X-T 和， 则 经 由 极 显 然 的 论证 可 得 对 18 的 下 
述 估计 
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[В | <тах >! У, 
k ;=1) j=1 


Bi ХДЕ, НЕ 8 Rb R tE А ЖИ] 
中 双 线 性 算 子 的 例子 . 
ЯВ: 


ч=В(а, x'), ув = | | ECs, е, ааг) Саи (7) 
ВНЕ КК Bb EORR AR AIT PI CATE Ah Ph FR 36222 BJ CE 5 ЕГО. 


1] ERARA RREA rh ERRER. Г, ЕН 
数 连续 ， 则 不 论 X 和 立 取 空间 C，LXIS2seco) 中 的 哪个 空间 ， 


8 的 双 线 性 性 均 将 成 立 . 
对 应 用 最 有 价值 的 乃 想 形 如 
y=- B(x, x') (8) 
505) | кб, Der Cd (E) 


ВАТ. Xit X=Y=L0,1)(>2), mR М< со, Hp 


[fire oia is (022), 
М = 
f sup) KGs, t) ldi (р= 2), 


М Be B (X°, Y), 
事实 上 ，(9) 式 中 积分 号 下 的 乘积 对 儿 乎 所 有 的 sE[0, 1] 是 
可 积 的 ， 为 了 对 P> 的 情形 验证 这 事实， 只 须 对 积分 (9) 应 用 


指数 为 т р, PEX НЫЧег KRAV. 2. 4)， 依 据 这 个 


不 等 式 ， 我 们 得 到 
。233 。 


С)’ = || к, рабби |P 


p 2 


вера а’ рии. 


| ra 2. 
| ГК (в, t) | dt 
6 


| 
L 


-一 
> 


А 


因而 
С бе Да <o, (10) 
- 0 


于 是 ，yEL?(0, 1)， 同 时 ， 这 还 证 明了 : 对 于 算 子 妃 ， 不 等 
式 (2) 是 满足 的 ， 由 于 可 加 性 (关系 式 (1))， 则 显然 可 得 到 算 子 B 
的 双 线 性 性 .同时 ， 由 《10) 式 还 推出 范 数 的 如 下 估计 

[B] SM. 
Й p> 的 情形 建立 了 我 们 的 结论 .至 于 ?=2 的 情形 也 
是 不 难得 到 的 . 
现在 设 和 =Y=C [0,1]. 这 时 ， 算 子 (8) 的 双 线 性 性 刀 是 由 
В К ($, ORT s 连续 并 且 
M = шах | 1К{5, 2) [46 < с 


而 得 以 保证 . 

事实 上 ，(9) 式 中 被 积 鸭 数 的 可 积 性 是 不 成 并 题 的 ， 9 的 连 
续 性 可 从 能 对 积分 (9) 积分 号 下 到 极限 而 推 知 ， 等 式 (1》 是 显然 
的 ， 辐 样 容易 验证 不 等 式 (2) 成 立 ， 因 为 

(я) шах [а(0) тах Се) | | ECs, 014 (081), 
因此 | 

М. 

由 此 得 到 估计 
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了 了 
[B| < = зор | К (з, 1) 148, 
8.0 
而 实际 上 是 等 号 成 立 ; 
1 
[B| =sup| |K(s, #) |dt 
8 6 


(这 可 以 象 在 V. 2. 4 中 对 线性 算 子 的 相应 的 等 式 那样 来 确立 )， 

2.3， 上 而 所 引入 的 空间 В (X°, Y) 与 我 们 在 二 阶 导 数 的 讨论 
中 所 遇 到 的 空间 B(X, B(X, Y) 有 紧密 的 联系 ， 亦 即 ， 我 们 来 
证 明 这 两 个 空间 是 线性 等 距 的 . 

设 WEB(X, B(X,Y)). 取 任意 元 素 z'€ X 并 令 Ur = (х), 
MAR, Uo cC p(X. Y)， 因 此 y= 二 B(x, 32) 二 Uw(7) 是 空间 YY 中 的 元 
素 ， 这 样 定义 的 二 元 算 子 B 显 然 满足 2.2 中 的 条 件 I， 又 由 于 

110, Ша «И 121, (11) 
ВРЕД ЖП 同样 是 满足 的 . 
TÆ, ВЕВ(Х?, У), 并 且 由 (11) 推 出 不 等 式 
181 |9 |. (12) 

ар, 9/9 WCB(X, B(X, Y)) 均 可 用 这 种 方法 与 双 线 
HERT BEBCX У) 联系 起 来 ， 我 们 来 证 明 , 在 这 样 的 对 应 下 , 每 
个 双 线 性 算 卫 BEBO, У) 都 是 某 个 算 子 WEBCX, B(X, Y)) 的 
象 . 

为 此 ， 只 须 指出 : 如 果 ВИАН. ШЧ Е СХ 时 ， 算 


子 
W(x )= B(:,z')€B(X, У)”, 
在 这 种 情况 下 
И (2) ! =sup| W(z')(z)1 supi B(z, z')|=<IB| Ia i, 


*) Booz) 表示 使 得 U(xz) = Во НИТИ. 类似 的 表示 法 在 以 后 还 
ZMH. 
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НЕ "СВХ, B(X, У)), НЯ 


ПИ 18. 
将 这 个 不 等 式 和 (12) 相 比较 ， 则 得 到 等 式 
| 天 = 二 1， (13) 


因为 空间 ВОХ, B(X,Y)) 和 BCX2,Y) 的 元 素 间 的 对 应 是 可 加 的 和 
齐 次 的 , 所 以 从 (13) 式 推 知 这 两 个 空间 是 一 对 一 的 ， 这 样 , 就 实现 
了 它们 之 问 的 线性 等 距 关系 . 

空间 B(X，B(X，Y)) 和 B(X, Y) 的 线性 等 距 为 这 两 个 空间 
对 应 元 素 的 等 同 给 出 了 依据 ， 我 们 在 下 面 就 是 这 样 看 待 的 . 

我 们 不 加 证 明 地 指出 (其 实 读者 不 难 自己 去 验证 ): 在 -- 般 情 
况 下 ， 空 间 B(X,…, ВОХ, Y), =) 和 -线性 算 子 空间 ВОХ", У) 
是 线性 等 距 的 (参见 Гавурин[27), | 

2.4. ЕЕ 2.1 中 所 指出 的 ， 从 和 到 Y 的 算 子 P 的 二 阶 
导数 乃 是 空间 ВОХ, BCX,Y)) 中 的 元 素 ， 由 此 ， 与 上 面 所 得 到 的 
结果 相对 照 ， 印 可 将 P OVERRAKT. EH Pa) 看 成 


冯 线 性 算 子 的 情况 下 , 按照 2.3 所 述 , 将 有 
аР С pr (zn) (e, a"). (14) 


因而 ， 对 任意 的 z€ X, 
Р (z) (а, x ) lim 
应 该 注意 ， 等 尺 (14) 和 (15) 六 不 等 价 ， 更 确 团 地 说， 可 能 存 


ERAH Г. ВЕВСХ?, У), НЧ а, ЄХ 
Р' (rot ta’ )r—P'(z)r 
t 


P' (xot tz Р (zox (15) 


= B(z,2”) (16) 


lim 
1-0 


而 与 此 同时 Р (хо) ЕТЕ. 不 难看 出 ， 为 了 使 得 PC) 存在 
的 必要 充分 条 件 是 : 对 每 个 SEX， 极限 关系 (16) 对 于 Iz1=1 的 
所 有 z€ X 一 致 地 成 立 ， 所 指出 的 这 一 情况 使 得 可 以 对 二 阶 导数 


236。 


[L ka Ea A Æ. bakar, WRH SDD r, EX, (16) 均 成 
立 ， 则 称 双 线 性 算 子 B 是 算 子 在 xo 点 的 弱 二 阶 导 数 ， 显 然 ,对 
于 能 导数 仍然 可 以 沿用 以 前 的 表示 ， 这 是 因为 苦 二 阶 导数 在 通常 
意义 下 存在 的 话 ， 它 与 能 二 阶 导数 是 一 致 的 . 

Ж. ТЖ, АРТЕ хо 是 二 次 可 徽 的 , 则 这 表示 (16) 
式 对 于 1z1=1 和 jz =1 的 所 有 zz EX 是 一 敏 地 成 立 的 . 

我 们 现在 来 弄 清 楚 当 和 和 了 是 有 限 维 空间 时 ， 二 阶 导数 具 


x P (то) 存在 而 且 它 
(ass (i, j=1 e. mik=1.2, =, n) 


所 确定 的 .这 时 ， wa (15) E, AW a BJ АА ЕЕ 
1.6 中 的 记 法 ， 得 到 
Әф, (ро) ар, 0) 
s (01), - a 085 Jé: 
Харе на 26 i=1 


t, I=1 £ 
(k=1,2, =, n)®. 
作为 z 和 x 我 们 这 样 米 选 取 ， 使 得 除 x 的 第 i 个 坐标 与 x 的 第 
7 个 坐标 都 等 于 1 以 外 ， 其 余 所 有 的 坐标 者 等于零 ， 这 样 ， 我 们 
就 得 到 国 数 p, 具有 二 阶 导 数 而 且 
Ppa (EI, 8507, ot Em) 


5,95; 
(i, 1=1,2, .--, m; k=1,2, =., т), 

2.5. 我 们 在 这 一 段 里 来 建立 一 个 公式 ， 这 个 公式 万 是 对 于 
通常 实 国 数 的 Taylor 公式 的 推广 ， 

象 以 前 一 样 ， 设 己 是 从 空 SA X 的 集合 侣 作用 到 空间 Y 的 算 


k) — 
а: ij 


*) 这 里 采用 了 简化 记号 
PD = (1, бз е, Ы), 


子 ， 而 且 它 在 区 间 [zo Се 上 有 具有 连续 的 一 阶 导 数 ， 这 时 成 立 
如 下 的 公式 ; 

P(E) -Po =P ба) (вао) = | Р) sz, dz, (17) 

为 证 明 等 式 (17), 我 们 来 考察 算 子 @: 

Q(z)=P(z)+ P'(z)(8—z)=P(2)4+Q@0(2) GEQ) 
并 检验 对 任何 Elro 2] 

@'(#) (2)  P”(#8)(E—2 z) — (zCX)., (18) 

如 果 这 一 点 得 以 确立, 则 公式 (17) 显 然 可 从 Newton-Leibnitz А 
式 ( 见 1.7 的 (18) 式 ) 得 到 . 

只 须 考 察 算 子 Q. 我们 有 


Q (Z+ 12) —@, (E) _P' (Zt (Z Рр) Рав 
t t 


P (žite) (9 —#) -Р'(#) (1-1) 
£ 


—P'(#-: tz)z. 


当 4 一 0 时 ， 第 一 项 具有 极限 P GO (2—7, z), 第 二 硕 由 于 算 Г 
P 的 连续 性 而 趋 于 P G). A 
Qo С) (г) = P”(#)(#—#,z)—P'(#)(z), 
这 就 对 于 @ (2) С) IH Y ERAS). 
Ж. 由 以 上 结论 易 知 ， 若 已 "(Z) 按 弱 二 阶 导数 来 理解 ， 公 式 
(17) Е. 


$3. М + 
在 了 上 一 节 中 ， 我 们 业已 遇 到 了 在 最 简单 的 情况 下 ， 节 在 有 限 
维 空 间 情 况 下 求 非 线性 算 子 的 导数 的 例子 .在 这 一 节 里 ， 我 全 将 
要 考察 更 复杂 和 更 富有 内 容 的 一 些 例 子 ， 这 些 例 了 本 身 将 在 下 -一 
节 并 且 主 要 是 在 下 一 章 中 得 到 应 用 , 
3.1. 我 们 来 考察 积分 算 子 P: 
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y PG) — уб) КС, ad 


定理 1. ВЕРЯ 8С К(8, ё, ш) 0=8, 1<1, —оо<и< - oo 
连续 ,而 县 关 上 = 二 次 连续 可 微 ， 而 且 对 s t u 的 这 些 什 

ГК”, (8, t, ш) | SM |u]? AN, (2) 

Л, #;P2>2, WATO ZE 1700,1) #155 H LaS 

co)， 而 且 在 每 个 点 CEL O0, DAMERNA Mag. TPN 


Е, P'U, Рав, ОТВ ШТА: 


==1(2), (в) = [Киви ас, 


v= B(z,z), 00а) = | Kel, t, DEAE At, 


iE НЯ, TAa) E L (0, DE 1,7 (0, 1) Ai ar A 
到 空间 L: (0, 1)(g< 20)) 的 算 子 ， 为 此 目的 ， 只 须 指 出 ; 由 于 
K(s, 2 是 连续 的 , 所 以 复合 图 数 下 (5s,t, x(t)) 是 可 测 的 ， 

НИХ, № Taylor АА, Я 
К(3,1,2(1))=К(5.8,0)-- К’, (8, ё, 0)z(t) 


чеки t, BD) (00-1). 
ku su ЕТО 1] 上 的 积分 作 估 计 : 
Г K(s,t ‚ое | < тах | К (5.1.0) |= Ar. 
олово «анник 0 If ieat 
SAelela?. 
利用 (2)， 可 对 第 三 项 的 积分 作 如 下 估计 : 
[过 ;| K"2(s, t, 92(t) ett| 


< 


а DO HNI aD at Ahlen, 
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НЕЕ ГИ y= POREH A n РИ: 
lys) SA h Aiziet Alali (8670,11), 
Н ус (0, 1). 
现在 来 证 明 书 是 可 微 的 ， 并 及 PCU. 设 s=0(7) 而 
z, =Po kra) — Plr) 
T 


[2.(5)—2=($) | 
-| Е 2.2001) та) -- КО, Ё, z (12) 


1-0: T 


— K, (s, t, zo t))z(t) Mal. (3) 


根据 Taylor 公式 
K(s,t,z (t) т ra(t})= K(s,t, z (t)) 


+rKi(s,t,z (t))z(t)-L T Kias, t, то (В) HOTE) () 


(0<0<1), 
可 将 (3) 改 写 为 
|z ,(s)—z(s)! НГ | K's(s, t,z (t) + 0Orz(4))dt . 
1.0 


利用 与 上 面 完 全 类 似 的 讨论 ， 可 得 到 估计 
|2.(5) —2(5) | Ат! OSSI), 
其 中 常数 A Ck o А 2 НОГ 2 А86. 因此, Што 
th HF lels 的 所 有 一 致 地 有 2,22, 
现存 来 求 二 阶 导 数 ， 记 
Pro бта) (e) P'(za)(2) 


v= B(x, z ); 0,5 — ~ 
т 


正如 在 2.4 中 所 指出 的 那样 , 只 要 证 明 当 т->0 时 ,对 于 [= 1 的 
ПИ У xELr(0,1) 一 致 地 有 
г 240 4 


全 -一 一 > 了 
RET. 
MARG EAR, ПЕНН Holder KER, F 
lv, (8) —0(8) | 


| Аи (9, sol) та’ (t)) Ки CS, t, о). 
лор т 


Кв, t, zo(t))z'(t) de 


и! 


= |] САУ С, і, 2306) : rOr'(t)) 
| — K's(s, Бакр (t) dt 
«И LES, + Or 009) 


Kas t(l al 7. (4) 


如 果 zo(t) 和 x(t) 是 有 限 的 , Ил КУ РЕНА Р СҶ г—>0 
HEFE. 另外 ， 由 (2) 式 


P 


|[Жиз(8, t, 2(#) + т02'(6)) — KCS, t, to) Ја" (6) 71 
«рМ |2502) HOr Ctl 2-+ Мао) 24 2NJ|2 (01; 7T 
<p- 2)? P 
ЗА xolt) P ja (0) [271 Аас) [Р 


由 于 乘积 |z; (0) ]|2 2 r Je (O FTR E Р НГА ВО, 故 可 在 
(4) 中 积分 号 下 取 极 限 , 这 就 给 出 
Піо, (6) =0(8) (0<8=<1); 
由 此 显然 可 见 , 对 于 |z|=1 的 所 有 z 来 说 w 是 一 致 地 趋 于 о 的 . 
由 以 上 的 讨论 同样 可 推 知 


1 
wT S| РК t, 2o) + Or (ee (A, 


ж) 应 利用 当 a 二 0 时 的 不 等 式 jato <2 [в |® + |6 |“). 
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由 此 可 在 积分 
jo ol о0о) обо) pegs 1 


中 于 积分 号 下 取 极 限 ， 也 就 是 说 1v,. 一 v1 关于 47i 王 1 的 所 有 ZX 是 
一 致 地 趋 于 零 的 . 

定理 歼 证 . 

Ж. 如 果 将 条 件 (2) 变 为 条 件 

| Kae ls, Ви) | ЗМ! РАМ (1 р—2) (5) 

并 且 如 果 р>2, 则 可 以 证 明 : 算 子 己 ( 视 作 从 工 ? 到 工 ” 的 算 子 ) 在 
每 个 点 YoEL? 是 二 次 可 微 的 , 这 里 的 ze AE i РЖ. 

3.2， 算 于 (1) 还 可 以 看 作 是 从 C[0,1] 3] СГ0,1] HHT. 

ВЕ zo 是 空间 CL0, 1] 中 的 一 国定 元 素 ， 以 只 表示 空间 CLO, 
1j 中 以 zo 为 中 心 以 7 为 半径 的 球 ， 以 G 表示 由 不 等 式 

OSs, #61; |и— rit) <> 

所 定义 的 三 维 空间 中 点 (s, 1,%) 的 集合 . 

8382. ШИН KC, tu) fE G E EE BEHS BE K. (s, 
LAI KCS, ,加 在 这 个 集合 上 古 连 续 的 ， 那么， 由 公式 (1) 所 


Por ~ 


A 


z=U(z), СООТ? 
v= B(z,z'), TOH Kia(s,t, (уже dt. 


证 ， 从 名 中 任 取 x ， 由 公式 (1) 所 定义 的 函数 yy 一 了 (zx) 的 连 
续 性 可 直接 从 依赖 于 参数 的 积分 论 的 基本 事实 推 知 这 就 表明 
УЕСГО, 1]. 

ВИДЕ TER, zCC[0,1]. 考察 元 素 
• 242. 


名 ,一 —— РО) —U(z ). 


于 是 就 有 
ао f | EGLE tret Kt E) 


ol 


一 Rss t,8(1))=(t) |dt, 


当 r->0 时 , 被 积 表达 式 趋 于 零 ， 而 且 对 于 |zl= 1 的 所 有 z 和 s€ 
[0, 1 是 一 致 有 界 的 (这 一 点 可 由 有 限 增 量 公式 确认 )， 因 此 , ,对 
lz] 一 1 的 所 有 的 xEC[L0, 1] 一 致 地 趋 于 零 ， 这 就 证 得 了 在 点 xz 
的 可 微 性 , 

此 外 ， 

P (г) =0. 
用 类 似 的 办 法 可 证 Р” Се) = B Ti B.P ETTA, 
3.3， 我 们 来 考察 与 一 阶 常 微 分 方程 组 
р, (в р. (s)) (ih=1, 2, =n) 


相 联 系 的 非 线性 算 子 ， 为 方便 计 可 将 此 方程 组 写成 积分 方程 组 的 
形式 


nSP AG О (i, k=1, 2, =, n) 
或 者 可 更 简略 地 写 为 向 量 形 式 
уба -go 二 | fa, 0, 
E yi) 2, ЎСЕ, м) и 是 分 别 由 
(4,($), 4›($), `... #,.(s)), (020, у, ``, 9.0), 
(f(t, u), folt, м), `... falt, Ur )), (Ui, o, `*”, и.) 
所 组 成 的 向 量 ， 我 们 来 考察 空间 Ся (020), 这 个 空间 的 元 素 已 是 
[0, 2) 上 绝对 连续 的 向 量 函 数 , 而 且 
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supjy (jet |< co, supiy (2)2* |< co QRL, 
空间 Cs 中 的 范 数 借助 于 等 式 

101 = зар уфе“ | tsuply (2)е* | ( ЄС) 
来 引进 . 


除了 Cs 以 外 ,我 们 还 来 考察 空间 Dr, 这 个 空间 是 由 满足 条件 
sup|z(t)| < со, sup|z (#)е“' | <оо (2602) 


ПЕ J ESAR m ра ЖЕН Л НО. Юя 中 的 范 数 定义 为 : 
[z| = вир |202) 1+ ир |2 ()е*| GED: 


不 难 验 证 C: Я Dz 都 是 Banach 空间 . 


我 们 来 考察 算 子 书 ， 
z=:P(y), (6) 
a(s) =pl) | f(s, y(t)) a. (7) 


定理 3， 设 f(t,w) 是 定义 在 (x 十 1) 维 空间 的 集合 G 上 的 向 
量 函 数 ， 其 中 G 是 这 样 定义 的 ; (tsDEG DERË 020, juls 
re-a, ар. 


1) f(t, 0) =0; 
2) 在 G 中 在 在 有 界 导 数 九 (# и)", 此 导数 对 t 宇 0 关于 4 是 
二 致 连续 的 ， 


这 时 ， 如 果 以 全 表示 空间 Се 中 以 零 为 中 心 以 了 为 半径 的 球 ， 
Ш) Ол] D: 且 在 从 的 每 一 点 都 是 可 微 的 , 而 且 P Oo) 
=U, 其 中 UU 由 下 述 公 式 确定 : 


O 正 象 在 第 十 六 意 中 一 样 , 向 量 & 的 长 度 用 а ЖЖ. ИМЕ 到 此 的 算 
子 的 矩阵 АОН А дя, 

= BRNE HRERS, O 的 导数 记 (i. 是 导数 的 % 阶 方 阵 《 21) ( 参 
见 1.6) 
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z=UGD, 209) — 968) — [| Рибо a. (8) 


证 . 首先 来 证 明 由 等 式 (7) 定 义 的 函数 属于 Ds (RÆVE). 
事实 上 , 由 于 f(t,0)=:0， 所 以 
z(=) |") fa, 0018. 
НЕА ИВР АА РЖИ: 
IFO YaDA, 0) |= sup Ли С y(t)) ly) 
= М {уе 


(М -supi fiu) |, (меб). 
由 此 得 到 


supjzs(s)1sssup1y(s)| -Mlylsup| et 
рр. M . 
<l 9150. 
而 且 
2(s)=y(s)—/f(s, y(s)), 
按 类 位 的 讨论 可 确认 
5ир[2’($)е“*| оо. 
8 P 


因此 可 知 z 有 意义 市 且 是 空间 Ре 的 元 业 . 
现在 来 验证 由 (8) 式 所 定义 的 口 县 肌 到 Ds 的 连续 线性 算 


H 


重复 以 上 的 讨论 , с U (2) А) 


sup|z(s)| = suplz (s)e"| 
s 8 


-- sup g(s) 一 Гл G, yolt) ) yt) dl | 


Tsup|[g (s)—f. (8, Yos) (5) Је | < 
8 
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харир 20а. АЕБ, 


由 此 可 知 z=U(y)eEDs 而 且 12121191. 
如 加 在 上 一 定理 中 所 做 的 那样 ,我们 现在 来 考 罕 元 素 


s = P Tr) PU) ру), ов) = ‘ра 
0 


(л. = 9002) -ту(2)) РС, уо(2)) ү, CE, YD) ). 


T 
应 用 有 限 增 量 公 式 于 被 积 表达 式 ， 得 到 
17.0) | Şsup] fu CEY (t) + 8ту(#)) ў. (&, ADIE). 
因此 , 由 于 f, С, н) ЛЕА РЕ, 可 知 对 无 论 怎 样 的 e>, 35 r 
充分 小 时 ， 对 于 | 上 gl==1 的 所 有 的 y 一 致 地 有 
IJ E| Kee, 
内 而 | 
зиро, (в) << 
类 似 地 ， 对 于 这 些 t 将 有 
suplv'.(s)e”’|<e, 


由 此 得 到 


— (í 1 
(+1) 


[2-1 HB й aC Ce ei > it Е 


X x Y 依 月 然 的 方式 赋予 线性 运算 , 并 用 等 式 
а, у) = 121+ 101 

在 其 中 引入 范 数 ， 则 X < Y 也 构成 Banach 空间 ， 这 个 Banach 
空间 称 为 空间 X M Y 的 直 积 空间 (参见 ТУ. 1. 8). 

将 形 如 (zx, 0y) 的 元 素 偶 与 空间 X 的 元 素 视 为 等 同 元 素 , 则 可 
将 外 看 成 直 积 空间 X x Y 的 子 空间 , 其 中 z€ X 而 0y 是 空间 YY 中 
的 零 元 素 ， 当 然 ， 对 空间 У 也 可 作 类 似 的 理解 ， 在 这 种 理解 下 ， 
每 一 个 元 素 u— (z, g)C€X x Y HAERERE 

и— (1,9) = (х, бу) + Ox, z) =z-+7. 

每 一 个 线性 算 子 VEB(XxY,Z) 都 艇 导出 一 线性 算 子 偶 

(UxsUy), 其 中 UxEB(X,Z), UyEB(Y, 2Z) 而 且 
Ux(7)=U(C(z, 0y)), Uy(y)=U((0x, 9)). 
反之 ， 如 果 存 在 算 子 偶 (Vx, Uy), WATU: 
U((z,g))=Ux(z)+ И у(4) 

将 是 从 空间 和 xyY 到 了 的 连续 线性 算 子 . 

HERP ERRA 2CXxY 到 Banach 空间 也 的 非 线性 
FT. AE yoEY, 我 们 来 考察 算 子 

Рә =P(., Yo), 

这 是 将 集合 如 ?映射 到 空间 Z 中 的 算 子 , 其 中 99° 是 元 素 xEX 
的 集合 而 (x, YDER Qo 是 集合 的 “截面 ")， 用 类 似 的 方法 
也 可 定义 上 映 Q eo Y FZ HRF P (z CX). 

如 果 zoEX 是 集合 QW HAH, 则 可 谈 及 关于 导数 P30" (z,) 
的 问题 ， 这 个 导数 称 为 算 子 己 在 点 (zo go) 处 关于 yz 的 偏 导数 , 并 
ЕР". (zo, go)， 类 似 地 还 可 引入 关于 9 的 偏 导数 Р” (z, уу). № 

P. Cto. YDE B(X. Z), Р, (20, %)Е ВСУ, 2), 
ШАЯ ТРИ (зо, СО 在 导数 P'o Yo) U, WJ P' (то, 
2» 


Ho) = Их 而 Py (хо, Yo) = Uy; НТ ЕНН 5 | МКИ ВО, 
IE AR. 

ГРАН“ АЖ”, A Ah P IRF 
记 法 下 ,由 可 用 写法 P, D RAIER РО(а, g. 关于 多 变 元 国 数 初 
等 理论 的 某 些 基本 原理 不 难 推广 到 这 样 的 “ 冰 数 ”上 来 . 特别 是 我 
们 要 指出 其 中 的 一 个 基本 事实 . 

-假定 在 点 (zo g )S 的 某 个 邻 域 内 存在 导数 P. 和 了, Mán 
于 不 等 式 成 立 : | 
IP (xo Ах, Yat Ау) Р(х, Ho) Р, (хо, Yo) (Az) 
= Р, (ro, g a) (Ag) | 
< sup (Р; (20 Az. OAY) Р.С, уо) ПАя| 


80.0 <l 


0 - 
十 хар ИР, (хо + Ах, yo tO AY)— - P, (za йо) || АЯ. C1) 


00, 

EKE, И 

А= |Р(20-- Ах, уо Ау) — P(xo, уо) — P, (zo, уо) (Az) 

—P, (хо, Yo) СДу) Í 
<|[P(z Ах, yo Ag)— Ро, ga Ду) Р, (хо, о) (Аз) | 
+ | Р(2о, во + Ау) — P(ro, Yo) —P, (za, ga) (Ag)1. 

ХР КОН ma Sta ОС $1, (8)), 得 到 
ASsup] P. (z+ 9A, yot Ap) — Pk (zw о) Аа) 


+ sup. IP, (z yo 0,Ag)— P, (zu, yo) iAy 


< sup_ |Pz(zo+gAz yot OAY) =P: (о, Yo) ТА 


0<0,01< 


+ sup. |P; (х, ӨЛ, yo +0 Ay) — Р, (z, уо) ПАУ, 


这 就 是 需要 证 明 的 . 
4.2. 这 一 节 的 基本 结果 和 方程 
Px, y)—0 
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均 稻 的 在 在 性 问题 有 关 ， 也 就 是 说 和 由 这 个 方程 定义 的 隐 函 数 的 
танах, 正 象 在 初等 分 析 学 中 那样 , 如 下 的 定理 成 立 ， 

定理 1， 设 在 点 (zu yo)EXxY 的 某 邻 域 如 上 给 定 了 算 子 也， 
它 映 有 2 到 空间 己 并 在 点 (zo go) 处 连续 . 此外, 如 果 下 述 条 件 满足 : 

1) PCzo Y0) =0; 

2) MTA P, fE ТЕ (то yo) ЕА: 

3) ЗЕ Р, (зо, EBY, DAMER NRT 

Г=ГР, (то, y0) EB(Z, Y), 

则 存在 从 点 zo 的 某 邻 域 GC X 到 空间 Y 的 算 子 及， 有 具有 如 下 性 ， 
质 : 

а) P(x, F(z>) = 0 (z€G); 

b) F(x0) = go; 

c) FEA t 处 连续 . 

由 ЕЕ 0-0 所 确定 的 算 子 了 在 Mir ВХ PAE, Si. 


~ 


МУ 


д TEAL IA TERY 


“le niani М 
F (z)= Е(т), 

ME. АА JE FE, ГА Ж zo% 05, = 0y, № EX 充分 小 
使 得 rE 中 ,这 里 的 Q O 和 以 前 一 样 表示 使 (2, ERK yEY 
的 集合 ， 我 们 来 考察 定义 在 9 ЕП: 

QP (4) =у— ГР(т, у). 

ЯШ: 不 论 =>0 如 何 小 ; 均 可 找到 这 样 的 6 二 0， 使 得 当 |zxl 
< HRT ое 变 为 自己 ， 为 此 ， 我 们 来 求 出 并 且 值 
计算 子 8 的 导数 .依据 1. 2 中 的 命题 HI 和 V 
QF 0) =y — TP a, 3) (0) = — Г[Ру(, g) —Ру(0, 0) 100), 
由 此 得 | 

[Q (0 ГИРь (=, ў) -Р2, (0,0), 
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由 于 假定 了 算 子 Py 在 点 (0, DRES, MARERE RA 
端的 第 二 个 因子 可 以 变 得 任意 小 ， 通 过 选取 充分 小 的 e 和 5 即 可 
使 得 

0") | аі (в, Igle). (2) 

Ж ОУ (0) 作 出 估计 ， 注 意 到 条 件 1), MH 

000) 1 = ГР, 0) 17 IPC, 0) 一 PC0, 0)1, 
而 这 就 表明 (考虑 到 算 子 已 在 点 (0, 0) 处 的 连续 性 ?通过 减 小 6 Bi 
可 使 上 面 那个 不 等 式 的 右 端 变 得 任意 小 ， 如 果 必 要 的 话 ， 我 们 就 
认为 6 已 经 减 小 到 使 
10200) 1<е01—а) (|259). (3) 
现在 借助 于 有 限 增 量 公式 即 可 很 容易 地 证 明 以 上 所 指出 的 论 
W. ERE, 如 果 jzj<o, yle WKC) 
PMII 0+ 19°? (4) —9° 00) 1 
<е(1—9) 1.вир[0‹%'(0у) 1191 
<2(1-—а) +&е=е. 

于 是 ， 算 子 86 HARIS 变 为 自己 而 且 对 于 O ' 成立 
关系 式 (2)， 这 样 ,定理 L. 1 的 条 件 得 以 满足 ， 因 此 在 这 个 球 中 存 
在 这 个 算 子 的 唯一 不 动 点 y* = F(z), ВИ 

y*=y*— I P(x, 4*) 
也 就 是 说 
| P(z,#*)= 0. 

算 子 也 就 是 所 需要 的 算 子 ， 事 实 上 ,a) 已 经 验证 过 了 是 成 立 
的 .条 件 b) 的 成 立 可 由 条 件 1) 的 满足 (注意 这 个 条 件 可 以 写成 
900) :=0 的 形式 ) 以 及 算 子 Qo 不 动 点 的 唯一 性 推 知 ， 最 后 ， 条 件 
c) 可 由 如 下 事实 得 知 其 成 立 ， 由 于 选取 的 e 是 下 无 界 的 ， 所 以 它 
可 取得 任意 地 小 . 

现 证 五 的 唯一 性 ， 在 球 |y1 过 e 中 算 子 9 Са] 0) 的 不 动 
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点 是 唯一 的 , 由 于 算 子 F 的 连续 性 , 对 充分 小 的 了 将 有 
IF,(2)[= [F Gz)—F (0)!=e  (|[z|<n. 
于 是 ， 对 这 样 的 > 就 成 立 着 等 式 F (z) Fa). 
定理 2. 如果 在 定理 1 中 假定 了 算 子 忆 在 从 的 每 一 点 的 连续 
性 , 则 算 子 五 将 在 zo 点 的 某 个 邻 域 中 是 连续 的 . 
证 ， 在 我 们 所 讨论 的 情形 下 可 对 算 子 Q” W H E BE XVI. 
1.3 WRR, EXE, Ох <<. 变 为 自己 而 
不 等 式 (2) 就 保证 了 О 是 压缩 算 子 (对 |z1<<6 的 所 有 xzEX 是 一 
的 )， 算 子 8 对 参数 (在 这 种 情况 下 zx 起 参数 的 作用 ) 的 连续 
性 可 从 算 子 忆 的 连续 性 推 知 . 
应 用 定理 XVI. 1. 3， 我 们 就 得 到 y*= F(z) 对 1z1<6 是 连续 
地 依赖 于 z 的 . 
Ж. 定理 1 和 2 具有 局 部 的 特性 ， 此 外 ， 在 这 两 个 定理 中 并 
未 指出 一 种 有 效 的 用 9 估计 e 的 方法 .这 一 不 足 将 在 下 一 章 得 以 
克服 , 在 那里 通过 引用 二 阶 导 数 而 建立 了 更 精确 的 结 
利用 下 面 的 定理 3 , 在 这 方面 可 得 到 某 些 结果 
4.3. ”定理 3. Е 1 ее P; EQ dr 


a —— и 


pe) U. 
其 中 
(= — ГР. (то, go) 王 一 [Py(zo, уо) Г.Р, (жо, Уо). (4) 
证 .如 同 在 定理 1 的 证 明 中 那样 , 可 以 认为 #00 二 0, уо = 0. 
c 1. I 所 述 ， 应 当 证 明 对 任意 的 :二 60， 可 找到 6>0 使 得 对 
Е) ЄХ (1х1 <0) 6 
IF(z)—F(0)—U(z)]<=|=zl, 
由 于 F(0) = 0, 也 就 是 要 证 
[ИС -Ui Sellel, (5) 
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ИЕ РС) =y А ОНТ КАКСОО RE, ВВ ГИ) 
式 左 端 在 范 数 符号 肉 的 表达 式 写 成 如 下 形式 : 
Е(х2)--0(х)=у+ ГР’, (000)z= ГІР, (0, 0)z+ P, (0, 091. 
Ш Р(х, у) = P(0,0) = 0, 因此 按 不 等 式 (1) 就 有 
|F(z)—U(z)| 
«РС, у) —Р(0, 0) —Р', (0, 0) ~P, (0,0) | 
72 sup 1, (02, 01у) —Р. (0,0) lal 
+ sup [Ру (0, 01у) РУ (0,0) hiyl] 1810. 
并 且 , 由 偏 导数 Р, ШРИ, 只 要 6 选择 得 充分 小 ， 则 
n 就 可 变 得 任 章 小 ， 因 此 ， 
(2) аа ЕС) |) 
nlzl 10а) F(z) 0 (С). 
由 此 可 知 ， 只 要 了 充分 小 ， 就 有 
IPG) 00а) 115 10 ARETE 


所 以 , 只 要 选择 n 使 得 
И 
则 对 所 有 充分 小 的 >z,(5) 式 将 被 满足 ， 这 就 是 需要 证 明 的 . 
4.4， 在 最 后 一 段 里 , 我 们 引用 一 个 应 用 定理 1 的 例子 ， 
考察 党 微分 方程 组 
У; (8) =}, (5, ys (8)) G, k=1,2, 0,1), (6) 
如 同 在 XVH. 3.3 中 那样 ， 这 个 方程 组 可 写成 


из) — 90) + RTO. (7) 


HWER. RESO, 0 =0 (#20), 则 方程 组 (6), 或 者 它 的 等 价 形 
А (7) 有 平凡 解 一 一 恒 等 于 零 的 解 。 这 个 解 满足 初始 条 件 000) 
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=0. 
具有 重要 实际 价值 的 问题 是 : 在 什么 条 件 下 方程 (7》 对 王充 
htio w E FELO, со) EAR, 而 且 , 主要 的 是 ， 当 初 值 接近 于 零 时 
能 使 解 在 整个 “直线 [0, оо) 上 接近 十 零 ? 下 面 我 们 给 出 精确 的 


如 果 对 每 一个 =>0 都 可 找到 这 样 的 560， 使 得 只 要 |z] <ó 
方程 


убу а | FA, ус) (8) 
具有 了 唯一 和 的 有 界 解 y*, 3Ë H. 
suply*(s)|<e, 


则 称 方程 (7) 的 零 解 是 稳定 的 ， 此 外 ， 如 果 g*(s]) 一 ->0， 则 称 零 
解 是 渐 近 稳定 的 . 


rom 


在 考察 稳定 性 的 充分 条 件 之 前 ， 我 们 先 引进 一 个 辅助 性 的 概 


è> 


БТ ИЛ. RHE Я 


Е ЕТ? e и А 
1! 2! п! 


其 中 加 是 单位 方 阵 . ВТ" ISITI? =0, 1, =), 所 以 上 面 所 写 
的 级 数 对 任何 方 阵 卫 均 收 你. COANE e”, 
如 果 хо 是 一 固定 的 向 量 , ЛИТА С РА 0 
uls) = er (5—0) 
满足 微分 方程 
#'(s)=Tu(s), (9) 
Ри АРЕНА Лар НЕ, ЖЕ 
引 理 的 证 明之 中 ， 
引 理 l. Unu js … 是 矩阵 下 的 特征 值 ， 则 矩阵 e°” 的 元 素 
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NN 


水 


E # u= maxReu,, WIEBE e” 的 范 数 可 全 寺 如 下: 
[е | < K put s (10) 
ИЕ ЕВ, 
证 ， 第 一 个 结论 可 直接 从 常 系数 线性 微分 方程 组 理论 的 基本 
事实 推 得 ， 二 是 因为 根据 前 面 所 作 的 说 明 , 矩阵 es" 的 列 构成 方 
程 (9) 的 解 的 完全 线性 独立 组 ， 而 方程 (9) 实 质 上 是 常 系数 线性 微 
分 方程 组 ”. 
因为 矩阵 的 范 数 是 用 矩阵 诸 元 素平 方 和 的 平方 根来 合计 的 ， 
所 以 直接 可 推出 (10)， f 
现在 转向 对 方程 (7) 的 讨论 ， 如同 在 3.3 中 一 - 样 , ВЕНГЕ В 
f(t,w) 在 (w+1) 维 空间 的 区 域 G: #20, |и| те“, &>0 上 给 
Ж, 当 %=0 时 关于 入 连续 并 且 存 在 连续 的 导数 f СР, ч). ФА: 
假定 矩阵 4=f(t,0) 不 依赖 于 并 以 4, Ао, К 4 的 特征 值 ， 
TRA 如果 
Кел, <0 (k=1,2,..), 
则 方程 (7) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ， 更 确切 地 讲 ,成 立 如 下 估计 式 . 
[9*(5) |< Le "* (s>0), 
其 中 常数 :只 依赖 于 xz 并且 当 2->0 HATE, a> 0JF BR. Кел, < 
—& (k=1,2,.…). 
Е. Шан, ХВ, Y= Cr, 2-05, Т Pim EI 


ср, р), 208) 009) а |" 


+) М С-опавові 1 J214 М. 
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并 且 取 侣 作为 这 样 的 点 (x, ДЕХХУ WEA: 2ЕХ, [|< 
考虑 到 定理 3.3 的 结果 ， 我 们 立刻 即 可 确信 定理 1 的 前 两 个 
条 件 都 满足 ， 验 证 条 件 3) 成 立 就 比较 复杂 一 些 ， 首 先 ， 根 据 定 
理 3. 3, 导数 Ру (0, 0) = U 存在 并 且 具 有 如 下 形式 : 
z=UG), (в) =0(8) – | ауа, 
因此 ， 需 要 证 明 算 子 U 具 有 连续 的 逆 算 子 ， 由 于 空间 Cf 和 Ds 是 
完备 的 ， 所 以 为 此 只 须 证 明 算 子 实现 Cf 和 Ds 的 元 素 之 间 的 一 
对 一 的 对 应 (参见 XI. 1.3)， 也 就 是 说 对 任何 zeDs 存在 唯一 的 
TR JEC, ER UG). MEZ, 应 读 证 明 方程 
a(s) =y(s)—| Ayat (11) 
在 Cr 中 具有 唯一 的 解 . 
这 一 -点 可 象 在 初等 情形 那样 ， 从 微分 方程 理论 的 基本 事实 扒 
出 ， 所 以 方程 (11) 的 解 儿 总 是 存在 .唯一 而 且 可 表示 成 


y(s) гео ра + e*4z(0). 
因而 , 取 数 o 使 得 
e<e< — тахКел,, 
根据 估计 式 (10), 得 到 
ПОКОЕ 1-е *° |200) | ) 
«ке оба retzi] 


= Kjz e | е 991 
Г" | o~a 


+1 


, Г _ №(&-9)8 
= Klzle ®” izete? š tesar | 
5 一 


s< K, izle ss, 


因此 
$ир! 9 (5) е“° [< К, [2[ <оо, . (12) 
因为 
ў (3) = (х) —А#($), 
所 以 
sup|#'(s)e%|<sup|#(s)e%| + | 4]50р| 98) е“"| 

< (1-: К, А1) [21 <оо, (13) 
将 (12) 与 (13) 联 系 起 来 即 可 断定 JEC, 于 是 定理 1 的 条 件 完全 得 
到 了 验证 . 

这 样 , 根据 上 面 的 证 明 即 可 断言 ， 只 要 方程 (8) 初 始 癌 量 z 充 
分 小 ,方程 P(x,Y) 一 0( 也 就 是 (8)) 存 在 唯一 的 解 y* 二 (x)ECs. 
其 次 ， 还 有 | 
f [9* (51512) [е-“*, 

并 且 ， 根 据 算 子 了 的 连续 性 , 当 z-~>0 时 将 有 jiP(x)|->0. 

EHEHE, 


2 
~ 
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第 十 八 章 ”Newton 法 


本 章 发 展 了 泛 孙 方程 解法 的 精细 理论 ， 这 一 理论 在 实 方程 的 
情形 是 以 Newton 法 或 切线 法 而 著称 ， 这 一 方法 和 它 的 某 些 变种 
是 月 前 在 实践 中 被 应 用 的 实际 求解 非 线 性 泛 国 方程 的 不 多 的 几 个 
方法 之 一 . 

还 应 当 指出 的 是 这 个 方法 的 理论 价值 ， 因 为 借助 于 这 个 方法 
不 必 求 解 方程 本 身 就 可 以 作出 关于 方程 解 的 存在 性 、 了 唯 一 性 以 及 
解 的 分 布 范 围 等 结论 , 而 这 有 了 时 比 真正 知道 了 解 还 重要 ， 

| 本 章 的 结果 主要 属于 Л. В. Канторович( №, Канторович 
[9]). 叙述 方 东 仿照 Канторович 的 文章 [12]. 


§ 1. Р(х) = 0 型 方程 
1.1. 设 P 是 将 一 个 Banach 空间 等 的 开 集 从 变 到 另 一 个 
Banach 空间 Y 的 算 子 、 假 定 在 名 中 存在 算 子 了 的 零点 ， 即 存在 
使 得 
Р(х*) =0 
的 元 素 z*. | 
到 任意 元 素 z C (2. 假定 算 子 已 在 2 中 存在 连续 的 导数 ， 元 
素 P(xz0) 二 P(xzo) 一 Plz*) 可 用 接近 于 它 的 表达 式 Р' (хо) (xo 一 x*) 
KRE, 因而 就 有 根据 认为 方程 
P'(x0) (0—1) = P (zo) 
的 解 将 和 xz* 接 近 . 但 这 个 方程 是 线性 方程 ， 很 容易 求 得 它 的 解 ， 
这 个 解 就 是 
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t= tom ГР” (Cro) CP Gto) 
(当然 , ERER TIP C] 的 存在 ). 
从 初始 近似 zo 出 发 继续 这 个 过 程 , RAIRE y En}: 
Z = z —[P'(z,)J (Р(х,)) (n=0,1,---.). (1) 
每 个 z, 都 是 方程 
P(r)=0 (2) 
的 近似 解 ,一 般 说 来 ,7 愈 大 则 近似 解 就 愈 精确 . 

上 面 构成 序列 {zw 的 方法 称 为 Newton ük °. 

显然 , Newton 法 并 非 总 能 实现 得 了 ， 首 先 ， 对 某 些 % 米 说 ， 
z, 可 能 会 越 出 虽 的 范围 ;} НХ, 即使 不 考虑 这 种 情况 ，LP' (zw)j ' 
也 可 能 不 存在 ， 

WRF {ть} ВСР z* 而 zo 选取 得 充分 接近 于 z*， 则 根 
据 算 子 P' 的 连续 性 , 算 子 P'(z,) 与 P'(z0) 将 相差 其 小 ， 这 就 给 出 
了 用 篇 化 的 

Ensi = En — [Р' (х0) ] (P (z,')) (п=0, 1, +; To= 20), (3) 
去 代替 公式 (1) 的 依据 .一般 来 说 ，(3) 式 可 能 给 出 比较 坏 的 近似 
解 , 但 计算 过 程 较 之 (1) 要 简单 得 多 . 

我 们 将 构成 序列 {zw 的 方法 称 为 简化 Newton 法 **. 

下 面 ， 仔 细 地 来 研究 Newton 法 (基本 Newton 法 与 简化 
Newton 法 ) 可 实现 的 条 件 以 及 它 的 收敛 性 ， 也 就 是 说 序列 {7。} 和 
{zn} 趋 于 方程 (2) 的 解 的 性 质 . 

需要 指出 的 是 , 对 于 方程 (2) 的 Newton 法 是 和 应 用 于 方程 

т=г— Г(2)(Р(х)) (T'G)=[P'(z)]"!) (4) 
O “如 果 算 子 己 是 实 变数 的 实 函 数 , 则 公式 (1) 可 写 为 
х. Za, 
P (Ta) 
这 就 归 之 于 本 来 意义 下 的 Newton ë, 
к) ЭХ ПЕ ИЕ Мезмоп-Цавторович 法 
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(n= 0,1,5), 


的 通常 的 逐步 逼近 法 -一 样 的 , 显然, 这 两 个 方程 是 等 价 的 . 
同样 , 简化 的 牛顿 法 乃 是 对 方程 
z=x— Г(2)(Р(#)) (5) 
ЖИРЕ. 
由 于 这 种 情 祝 , 我 们 要 先 来 研究 一 下 通常 的 逐步 逼近 法 ， 
1.2. ЖИЛ 
х= 8(х), (6) 
其 中 仿 龙 定义 在 某 个 Banach 28] X 中 球 1z 一 zl 天 六 中 的 算 子 
(zsX)， 与 此 同时 , 我 们 还 要 来 考 赛 方程 
t=p(t), (7) 
其 中 5 是 定义 在 区 间 [t6o, t JO = totr<ti tR) АЖ. An 
果 
1) S(t) 一 zol <op(to) — to 
) 160) 1 3 ФСФР, 
则 我 们 就 说 方程 (7) 控 制 方程 (6), 或 说 函数 p РЕНИ 5. 
ЖІ. 设 算 子 3 在 闭 球 O (]z—z |<r) 中 存在 连续 的 导 
数 , 而 函数 gp 在 区 间 [Lto, 约 史 是 可 微 的 . 这 时 , 如 果 方 程 (7) 控 制 方 
РӨ), 并 县 方程 (7) 在 区 闻 [to, IRAR, 则 方程 (6) 也 有 解 z* 而 
内 从 zo 出 发 的 逐步 逼近 序列 {2。}: 


(8) 


Zayi = SCT) (a=0,1, …) (9) 
而 且 ， 
2*— zol ti, (10) 
ere t" 表示 方 种 (7) 在 [io, t.) ERAR, 
首先 证 明 方 程 (7) 的 逐步 逼近 
t, = plt) (n-= 0, 1, °) (11) 


构成 收敛 序列 ， 为 此 目的 , 我 们 指出 从 条 件 2) 推 知 有 不 等 式 
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Ф'(#) 20 (еЄГе,, #7). 
因此 函数 9 在 区 间 [z6, Uh НРА К. HIERA IHEM а, t 
ТЕ 


1,5 (п=0, 1, +), (12) 
Нор КРЕСТОМ, 它 的 存在 是 在 定理 中 作 了 假定 的 . 
事实 上 , 当 2=0 时 ,不 等 式 (12) 是 最 然 的 ， 如 果 对 于 2 一 我 


们 已 经 证 明了 《12) 是 成 立 的 话 ， 则 由 的 单调 性 从 t, <1 可 得 到 
ФО) (Ф), В 0,610. ВНЖ, Ха ЖУРН n 
EJ EROT. 

E ЖИ o RYGE, JIA TLES IE A E, 的 音 
调 性 . 

事实 上 , НЗ афО) ФС d = 6, 不 等 
о DER 1) 的 推论 . 

这 样 ， 我 们 就 建立 了 极限 i*=limt, 的 存在 性 ,根据 (11) 以 及 
p 的 韦 续 性 , 这 个 极限 就 是 方程 (7) 的 根 ， 此 外 ， 从 (12) 可 知 它 是 
方程 (7) 在 区 间 [to, {站 中 的 最 小 根 . 

现在 来 证 明 (9) 的 所 有 元 素 都 有 意义 并 且 构成 收 化 序列 . 

首先 ,将 (8) 式 写成 | 

lz — tol St, — to 
的 形式 ,而 且 取 ziEQ,， 设 已 经 证 明了 zu tae re ПВ. 
lz a —z Isi (оная. (13) 

那么 , 按照 ХУП. 1.7 中 的 结果 , 就 有 


Я 5-8, y = | S'(z)dz. 


WRA z M £ RRK CE- xa] 和 [tnt 中 相对 应 的 点 ， 亦 即 
TX, Tt, D, t=t тС, in-i) 
(Orl), 
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19 (13) 


| 一 zol Sr |En zt Цан а — z, + 
(а + 
= — to. 
因此 , 由 条 件 2) 得 


Еж, --20] 


С to) 


НОО) 
由 此 ,再 利用 ХУП. 1.7 中 的 注 , 得 到 
а A A 


= (Е, ) P(E) Sturi tn 
于 是 , ЯР Ал ЖЕ f (13 3, МИРЕ z, 8 090, 这 
ERA 
(Eusi ElK Ers Eal iEn Ena txol 
Sinai En) РЁ) р С to) 
=: ЁЁ ост. 
这 样 ， 按 归纳 法 ， 对 所 有 的 一 0,1,… 证 得 了 xz.E426 以 及 (13) 式 
R. 
其 次 , 由 (13) 式 
Et раар. oee H Zuri Enl 
орк Cari Б) = tasta 
| | (14) 
ЗЕЯ} ВОВ, 这 就 表明 这 个 序列 存在 极限 ， 记 之 为 2 ЩІ 
х* = тх, КУНИС Р S 的 连续 性 , 则 得 到 
z*=8(z*), 
这 也 就 是 说 x* 是 方程 (6) 的 根 ， 
ДЕС) a= 0 并 让 p-> 到 极限 即 得 估计 式 (10), 


1. ОФ: p-> =o 地 极限 即 得 不 等 式 
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je*—= z, | 5-Е, (m=0,1, =), : (15) 
它 给 出 了 序列 人 zs 收 仇 于 对 的 速度 估计 . 
注 2， 在 定理 的 证 明 中 ， 条 件 (2) 并 未 在 所 有 的 范围 内 用 到 . 
在 证 明 中 只 要 求 不 等 式 15'(z)] 志 gp OO ERR En- з Са а 
t,] 《n=1,2,…) 的 对 应 点 中 成 立 . 
方程 (6 ) 在 球 Q, 中 可 能 还 有 另 一 些 异 于 xz* 的 根 ， 其 至 当 控 
制 方程 (7) 在 区 间 [to, tI PRAE MA t" 时 也 可 能 如 此 ， 但 是 
却 成 立 如 下 的 定理 . 
定理 2. 设 上 一 定理 的 所 有 条 件 都 满足 而 且 
Past. 
Е АЛЕСЯ o PARE 的 解 ， АН) 


YY —— Аим АДИЬ 


ланос 


у 
证 . 取 初 值 为 = U РУС НЕЕ. У 
定理 1 完全 相同 的 符号 , 可 以 证 明 序列 
lamp)  (a=0,1, =) 
ЖИ РИШЕНЯС,.>"), БАНИ I, MH i 作为 方程 
(7) 的 根 应 与 本 相等 
MEWE: IFY BECO E Е z€ Q, 
为 初 值 均 收敛 , 因而 就 给 出 了 方程 (6) 的 根 . 
逐步 逼近 具有 如 下 形式 
Že =S (ča) (R=0, 1, +). 


— n 


Hi: T 
一 SC 一 | saya 
ВНК ХУП. 1.7 的 注 , 我 们 就 得 到 | 
[а Фа убы, 
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tE 5 М, 
一 
(ИВ) F(t 6) ts, 
这 表明 ER. 
设 已 经 证 得 了 
KE Qo |z — r| Sk — t (k=1, 2, п). (16` 
那么 


ysi En = 5) —5 (а) =|" 5’. 
НЯ z 和 上 арх, 5, Се, НЕ А, ВП 
=r, tr Ën — En), ВЕ тт) (0<r=<1, 
则 
о т nzul H Iz, Oo 
Sorlin — in) t (Ё б) d (t, 60) 
= $ — to. 
Wilt, 对 于 所 指出 的 和 上 将 有 |1S С) («Фф (4), (m H. 


PREOT = Pn) Plin) = inn 

于 是 
{En о [ба nd Па 0] 
Klr Stand С) =. — t <, 

А ЗА ВЯ r. S OQ. 

根据 归纳 法 , 可 断言 (16) 式 对 所 有 的 二 1, 2,… 均 成 这， 

电 于 序列 {iw} 和 {tw} 具 有 共同 的 极限 E=, ВТЕ, 根据 (16), 从 
序列 {z 的 收 和 化 性 可 推出 序列 好 的 收敛 性 ,并且 有 等 式 : 


Ни: —limz, = z* (17) 


TÆ, 就 证 明了 了 不论 初 始 通 近 zoE Q ЧИ, ЖИ! 
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ВЕЛ 9k T а", НАГ ЗЕ ВОЕН EGRI ЩЕ №. 事实 上 ， 
WMR ZER, 是 这 个 方程 的 根 ， ВА, 取 --а, 我们 显然 得 到 对 任 
191 п=1, 2,…, 均 有 
2, =#, 
Н (17) 2-х“, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
现在 转向 对 方程 (2) 的 Newton 法 的 研究 ， 
考察 方程 (2) 的 同时 我 们 还 考察 实 方程 
(Е) ==0. (18) 
假定 算 子 尸 定义 在 空间 X МО Qer <A, Ш H. М ER 
Q (|z —z | <>) H. КЕИ 二 阶 导数 ， 至 于 函数 у, ЗЕТЕ 
区 间 [to, EI = tot r)i ДЕ АЕ nj PBU. 
借助 于 定理 1 容易 得 到 关于 简化 Newton 法 收敛 性 的 下 述 
结果 . 
定理 3. 设 如 下 诸 条 件 满足 : 
1) 存在 连续 线性 算 子 T = [P20]; 


> 

3) |` o (P(z )) Scy Cto); 

4) [EDP E< cp" (t), 1а 0 ооз 

5) 方程 (18) 在 区 间 [Lto, IPEER t. 

EI (D 018) воли To 6 x 初 值 的 ) 简 化 


人 


IET 115 A 


Jæ*— z St*— to. (19) 
证 ， 上 上面 已 经 指出 . 对 于 方程 (2) 的 简化 Newton 法 是 和 对 于 
方程 (5) 也 就 是 对 于 方程 
TS(r) (5 (хуга Го(Р( YY (20) 
的 逐步 逼近 法 一 样 的 ， 同 样 ， 对 于 方程 (18) 的 简化 Newton 过 程 
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也 可 和 代 之 以 对 方程 
t—p(t) (ФО ЕЕ cop(t)) (21) 
的 逐步 逼近 过 程 ， 我 们 米 证 明 对 于 方程 (20) 和 (289) 定 理工 的 条 件 
ЕЯ ЛЕН, 
14 (20) fu (21)1 lJ 
S (25) —to= — Го(Р(#)), 
p(to)—to=cop (to). 
因此 . 从 条 件 3) 
19 (0) 201 Ф026) — ѓо. 
其 次 , 利用 微分 法 则 (XVIIL 1.2), 得 到 
S'(x)=7— LP r), 5’) = ГР"). 
周 此 
8'(2)- 8702) Sr 二 Г S (а = — | P PU (а) dz. 
因而 , 车 取 z 和 使 得 Iz 一 zo 太一 to， 则 根据 XVIL 1.7 的 注 和 
Ж: 4), 得 到 i 
ISDS] са Cdr = cop A) сар" (40) 
11004" (to) = p(t). 
这 样 ， 可 见方 程 (21) 是 (20) 的 控制 方程 ， 对 这 两 个 方程 应 用 
EB 工 就 推出 了 所 要 证 明 的 结果 . | 
+. 正 象 在 定理 1 ВЕ, НЯ, С (З) ВСЕ z* 的 速 
度 由 不 等 式 
аа, tt, (n=0,1, rir ty 4 (22). 
来 估计 ， 共 中 z, 是 对 方程 (18) 的 简化 Newton 法 的 逐步 逼近 . 
应 用 定理 2 到 方程 (20) 和 (21) 可 立即 得 到 方程 (2) 的 解 的 唯 
一 和 性， 
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定理 4. 设 定理 3 的 条 件 全 保持 而 且 


mw —— ки кии: 


P'o. (23) 
那么 , 当 方 程 (18) 在 [io, t Ip r E ЙЛ, 7P TERR Qo 中 


A 


要 证 明 这 个 定理 只 须 指 出 由 (23) 可 推出 
| ФЕ с, (<t, 

也 就 是 说 定理 2 的 补充 条 件 是 满足 的 . 

Ж. 因为 1* 是 方程 (18) 的 最 小 根 , ПХ Г=Е, Ар АМЕ 
一 性 定理 ， 这样, 就 保证 方程 (2) 的 解 z* 在 任何 情形 下 于 球 

和 zx 一 zol 和 tr 一 to 

中 的 唯一 性 . 

1.4. ЖЖ Newton 过 程 的 收敛 性 可 根据 关于 简化 过 程 收敛 
性 的 定理 3 来 确立 ， 

定理 5. 设 定理 3 的 所 有 条 件 都 满足 , 则 对 方程 (2) 的 以 zo 为 
初 值 的 基本 Newton 过 程 产生 出 收敛 于 方程 (2) 的 根 2* 的 序列 
CAR 

证 . 简化 Newton 过 程 和 基本 Newton 过 程 的 第 一 步 是 一 
Жи, 因此 z, 有 意义 而 且 z,€ 9,. 我 们 现在 来 验证 ; 如 果 用 z, 和 
分 别 代替 定理 З 中 的 то 和 t。， 则 该 定理 的 所 有 条 件 都 不 被 破 
十， 仍然 使 用 定理 3 的 符号 , 考察 算 子 


I— ГР (а) = ГР (а) Ра) = -f PP” (газ. 
利用 XV. 1.7 中 的 注 , 得 到 

РС) 1) ep’) а сор) =. 
В 0” (13220 在 整个 区 间 [to6, EIER, mü Се.) 220, 所 以 函数 


СОЙ Mñ ЖЕЛЕ АА LRA йа ОА Я. 由 于 t ЕДМ YC to) 
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<0, 1 Y) <0%, 这 表明 91. 
根据 Banach 定理 (参见 V. 4.5), 存在 连续 线性 算 子 
U=[TP P'(z,)1 EB(X, У), 
并 且 
l фл Co ( 15): (24) 


I а) o, 


因此 , 存在 连续 线性 算 子 
Г,=7Р'(а;)17'=0Г,, 


这 就 验证 了 定理 3 的 条 件 1) 和 2). 


FLEX ПЕ BH 
| PoCP(Cz DT ceo p(t,). (25) 


根据 Taylor 公式 (XVII. 2.5): 
T (P(z)))= DT (P(a,)) 1 Г,Р' (х) (ж to) 


和 И ГР" (х) (х, * ) dx 


= (0—11) + (2-0) 十 ñ TP” (х) (£, — zx, + )dz 


-J 


Е Г. ToP” (х) (и —я, | ) 4. 
类 似 地 ， 
св) о WD Dd. 


因为 对 区 间 [zo zi 和 [to 的 对 应 点 了 和 二 有 
Р" Ca) Cr к, JIS ГоР" (а) И а 
«ер С) (6—0), 


如 果 (0) 0, ж ЕН (6) 0, TE 


z) 
O= 0001) pCt tt — ad= KAUGE t)dt 


iKHR AM p (t= 0 EKAL GLERA Pl E. a B ft p )= =O. 
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所 以 | 
РЫР" Саус а, dz 


[орос па, 
这 正 是 (25). 
注意 到 (25) 和 (24)， 我 们 就 得 到 
ГР = ИГ Фару To P(r )) 1 
Ар) =, (в), 
Co 


亦 即 条 件 3) 同 样 满足 . 
条 件 全 可 用 同样 的 方法 来 验证 ， 首 先 指出 ;如果 jz 一 zj: 
=t, MER [со е 60, ТАЕ | 
Г.Р") = Гор" (а) ГоР" (2) | 


0р (0) ер" (t). 
0 


ЈС ВНТ 5) ЯВИ. Е А t be Chal: *. 
zeh, 3589838 ТЕЗ КУРИНЫЕ. +. 
进行 类 似 的 讨论 ， 也 就 十 说 如 果 将 zi 和 二 分 别 变 到 x 和 
等 等 , 我 们 就 会 证 明定 理 3 的 条 件 亦 不 被 破坏 . 
于 是 ,所 有 的 2, 均 有 意义 ， 这 就 是 说 已 经 证 明了 Newton 过 
程 是 能 实施 的 ， 
因为 序列 tt 显然 是 上 升 且 有 界 的 , 所 以 它 有 极限 E, 而 由 不 
(Enri 66 1 а En (в=0, 1, =+) 
可 知 序列 {x,} 间 样 存在 极限 2 limz,. 
H (1) ЕЕ 6 ЖА 
Р(х.) + P'E) Enp T=0 (n=0,1,.), (26) 
对 任意 的 EQ 根据 有 限 增 量 公 式 , 有 
PEP (х) 一 已 《xzo)] 所 
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Зах Ур Рао ӨЕ -xo)) i 
< rmax cp (t), 
由 此 推 知 !P Са) | AE A Ki НУ. НИ 得 
Р(#) = 
也 就 是 说 x 是 方程 (2) 的 根 . 
НИНЕ МЕ ВЕНЕВ £ УМ, ЕН Ее", Н 
:最 小 的 根 ,所 以 了 = 如. 
从 明显 的 关系 式 1% 一 zo E tom t*- t DA EB 4 BU QE nj 
K =r", 


定理 完全 得 证 . 
Ж. Яа, Те 的 速度 由 下 述 不 等 式 
Jz* — 2,14% — 1, (п = 0, 1, =) (27) 
给 出 估 让 . 


这 一 舍 计 可 从 不 等 式 (22) 推 出 ， 因 为 x ЖЕ, nj 8 ИА 
x- 和 Hg 为 初 值 的 简化 Newton KAJE KEM. 
.定理 3 或 定理 5 通常 是 难以 直接 利用 的 , 这 是 因为 其 中 
含有 一 "лини 乡 的 缘故 ， 因 此， 有 实际 意 浆 的 是 如 下 的 


定理 6, ШЫДА, AF PELEA Em HE 90 pE 
人 连续 的 一 mMk. -此 外 ， и 


~ TRX. 200г, IEX 


A 


2) (DPED | <n; 
3) PDP" aSK (128). 
Ah- и N > (28) 
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以 及 
пе АА, (29) 


其 方程 (2) 具 有 和解 x* JEH Newton 过 得 (基本 的 和 简化 的 ) 收 敏 二 


и. м 
le* — Zol «то. (30) 


УР, AH A< 二 时 


lis 12 
Ут 31 
p h (31) 


гг. = 


А ов 
> (32) 
0918, 划 解 x* 在 球 Qo 中 是 唯 -- 
基本 Newton ii ERIKS вх ЖА. 


[а ат (2) ИЯ (a= 0,1, +) (33) 


282128, MISTE 


ordea | (0=0,1,--) 80) 


aa. 
考察 区 间 [0, г] ЕСА Ж 


ИС) = Kt? 2 2л = ке ЕА — 24 +2n. 


АТЕВ f. PRAX 少 满 足 定 理 3 的 所 有 条 件 ( 而 这 就 表明 定 
四 = 的 条 件 也 满足 )， ЖЕ, ЖИ 1) —4)А КИБ; 其 次 ， 
因为 方程 
р) —0 (35) 
> 270 。 


11—21 Тру 1-2k 
— u ki 


所 以 (28) 式 号 保证 了 了 根 是 实 的 ， 而 条 件 (29) 则 保 评 了 最 小 根 r 也 
REKET 7 中， 由 于 他 二 25, 所 以 不 葡 式 (30) 也 就 是 定理 3 的 
ЖА). 


解 的 叭 “ 虱 的 确定 力 是 定理 主 的 推论 ， 因 为 ， 对 不 论 怎 伴 的 


Го -= 


he PEERI С) 0, 而 县 方程 (35) 的 根 在 区 间 [0, r] 
р АЕ ПУ, 

ЕЖЕ Г Z| U Newton 过 程 收敛 速 度 的 不 等 式 (33) 和 
34)， 注 意 定理 3 和 定理 5 的 注 ， 则 只 要 考察 关于 方程 (35) 的 基 
本 Newton 过 程 和 简化 Newton 过 程 的 逐次 逼近 的 实数 序列 ! 
еН Г. 


1 
nf 


ЛОТА К Newton у, іа 


і 
—- - ге, СЁ 
p(t,) ? HT. e, n ( n), 


K, epp” (1): 2ке, а K Ny 
HE HIH FERD J PAIE ЖИ, Kp А, ЖИ, ШЕИ 


в 8U 0 1 3 
0 (36) 


因而 , 按照 “次 多 项 式 的 Taylor 公式 
J, = с,ф(Е,) = Cap C b, -Í TT, -1) 


і tr э 1 р i 
EMET (Ci, ON г (2, ‚п, 1 | (2.1) 


=e, К а р | 


Cr 1 Cul 


-a Loe o, , 
= 6, Атр Ае, И = 


ас, 1 


a 221 。 


1 


c 2 
T- Kp- 1-1» 


2 о, 
但 
Curr BE) ОЕ”, ina 
ce, (6,1) p(t-1) 
=] ~K r-n- 5l hn 
由 此 得 到 


1 — 1 КТ Mni . hn-i 
" ° The: 2 1 


借助 于 (37) 类 似 地 可 得 


K, 
K, =20, K =2K e, “Аи 
п Cn Cn len] 1—h,_i 


由 此 ， 
h bn 2 К. = 


2 пи 2 


IH (38) 1039) JEE = ‚ 我 们 就 得 到 估计 


— hai 


d 


7) hs #21, (n=1, 2, e). 


因而 , 2-1-2)" = 2RN 3 H. 


m =< h, n, <, -th, on, -2 


В hnoo И". 


由 此 , 注意 到 (36), 我 们 就 得 到 
Ё Саа) (а Ё) е 
=, Tn... 十 


«натри ое" = 


<>. 28 "1 55282" п. 
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1 K,- ina а-у 1 | и J 


(38) 


(39) 


(40) 


H TOT), 这 就 给 出 了 所 要 的 估计 (33). 
现在 来 看 简化 Newton 法 的 误差 估计 ， 假定 ;< 村。 p 仍然 


表示 定理 З 的 证 明 中 那 同 一 个 图 数 , 则 可 写 
t*— tpU рб, 1) = pF) A*S tna) 


其 中 
sip 
patt, 
但 
P(t)=1t с," (6) = Kt, 
因而 
pL = Кі КЕЎ 1 0/12. 

由 此 得 到 


kot, 1 2А](0* Ё, 1). 
И t*— tni 并 继续 此 过 程 , 最 后 得 到 


ии VI ц) = Па ура, 


将 此 式 代 入 (22), 即 得 


一 za 1 入 大 [1 一 1 2%", 


X ETERA). 
定理 全 部 得 证 . 
ЖІ. 定理 的 条 件 2) 和 3) 可 用 条 件 
1) Г = В’ 
2) Рау; 
3) |Р"(2)|5 К’ ER) 
ЖК. ЖА, re 和 六 分 别 是 
КВ 


ре = h `В” 
mM h py 


注 2， 条 件 (28), (29) 和 (31D)( 或 (32)) 的 意义 就 在 于 : MRT 
(28), (29) 中 任何 一 个 条 件 都 将 使 二 次 方程 (35) 没 有 解 , Е 
在 条 件 (31) 或 432? UME -PERRO 


$2. Newton 法 收 比 性 定理 的 推论 

本 节 指 出 Newton 法 收敛 性 定理 (定理 1. 6) 的 某 些 推论 ， 和 

Е ЗН, НВ 
P(z)= 0, (1) 

ЖАТИ РАА У, АГРЕ НЫЕ Е О BE ANG ЎА. 

2.1， 首 先 指出 定理 1.6 前 下 述 推广 ， 即 不 须要 假定 道 算 /- 
Го [PEOI 存在 而 只 要 求 在 在 -个 与 Го Г. 

定理 1. 设 存在 其 有 连续 逆 的 线性 筑 子 ВС, ХУ LM A: 
人 条件: 

D Фар; 

2) ГР" (а) — 1 <6; 

з) |Р" (а) 1 К (z€ 9). 
如 果 


— ее 


i= a s< 8<1 (2) 

ЕВ. 
„1-м 1. 3 
пр 2) 


O PREG) ZF. DM (355 ЧЕ. ПУ (0) e= (ED) 在 区 
iio 关中 就 有 了 两 个 解 了 ， 
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СНС ТЕМ zs В. JK 3P, AH AS 


Yt 一 ` aA 2 

-4 hk: -4b г N 一 一 一 一 

2 H ' (7 _ 111 —2h 2- 7) ) 
1 及 h 1— ó/? 

ММ r< 


А лал" 


аан" js аль. 


证 ， 我 们 来 验证 定理 1.6 的 所 有 条 件 均 依然 满足 ， 由 第 二 
条 件 推 知 在 在 连续 线性 贷 了 
USIP EDIS, 
JEH. 
1 


U |<. 
15 


由 此 推 知 存在 连续 线性 算 子 
Го=[Р' (в) Ur. 
此 外 


Гора ТИГР |< 


РС) ГРА 


1—5 (z). 


因此 , 只 要 在 定理 1.6 НЫЙ AGE n itil BERT. 


2.2， 游 察 与 简化 的 Newton ИИ PLE, 在 这 个 

过 程 中 是 用 一 个 接近 于 刀 =EP' (zol М ET RAET Г. 
换言之 , 构成 序列 {3,}: 

# a =, ГСР(,)) (п= 0, 1, .3 o= Ti). (4) 

定理 2. 在 定理 ТЕ: К, ЕС .实现 的 IREN Z,€ Qa 
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д0, 1, "ЛИН. 


Пай, = z*, 


证 .和 在 定理 1.3 中 一 样 ， 在 证 明 简 化 Newton 过 程 的 收 化 
性 时 要 利用 定理 1.1, 在 这 个 定理 中 设 
S(z)=z—I`(P(z)) (129) 
以 及 


Ф00)= Kt 6t += ТӨ, 


(Фа) = Kt ЯЗ ЕН #7, t =0, =»). 
于 是 
|S Cz) — zrol =| — DPD i= to) to 
НАХ, mE |z —z ер, 则 
|S a= P'P'(z)] 
=11—ГР’ (| tir P Cx) —P'(z))| 
<ë | Г гора <+ | Kar 
=6+ Kt=9'(t). 
因此 ,方程 
r=—S(r) (5) 
ADF t= (Р) ФУ RAF, Ja - Jb Ee BJ 88 A 
_ 1 一 /1 一 2 9 
1—5 
从 而 可 知 方程 (5) 有 和 解 ， 这 个 解 应 当 就 是 x*( 因 为 方程 (1) 的 解 z* 
JER] аа, 0 rh 是 唯一 的 》 
z. 关于 序列 人 收敛 于 x* 的 速度 估计 ， ЕАН 
在 1.4 中 对 简化 Newton 过 程 的 处 理 办 法 推导 出 来 ， 也 就 是 说 ， 
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t" =". 


我 们 建议 读者 去 证 明 : С 

ЕЕЕ оу 
(n=0,1,---). 
设 定理 1.6 Kte ато 成 立 ， 我 们 现在 指出 
Newton 过 程 具有 熟知 的 稳定 性 , 也 就 是 说 ， 各 果 取 的 初 值 不 是 Xo 
而 是 任意 一 个 充分 接近 于 zo 的 元 素 TER, W| Newton 过 程 的 收 
SPE JS MET PA. 

定理 3. 设 定理 1.6 的 条 件 满足 且 其 中 常数 为 ,下 和 b= 


т, 
Ки. 88], ЖЖ 


Па, <e т (6) 


4K АК 
则 以 ло 为 初始 值 的 基本 Newton 过 程 和 简化 Newton ЗЕЕ ВЈ 


收敛 . 
证 ， 利 用 定理 1, 取 上 其 中 的 六 为 = 二 [P20)] ;到 0 为 6. 
这 时 的 条 件 1) 就 是 
Го(Р (1 
= РГР (о) БР (ао) (za хо) 


+ | PCE) (a) — z, + )4z3] 


~ to 


<7+ et KË, 
АЕ, MA 9 А He Ко. 
IPoP’ — | IEP C) — P'(zO11 
= ГР" аа. 
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ЗОЖ, 9-2 Ke, 
B Yi, K =K. 


Kore l Ee ， 
站 
(1—ó) ` (1— Ке)? 2 К?е? --2К2- -- 1 2 


定理 得 证 . 

Ж. 如果 pas 2 5.50.16, ШК ое 包含 在 球 
jz 一 zo 所 ro 中， 因 测 也 包含 在 球 Qop. Д САА Š —5.5 的 
话 , 则 一 般 说 米 ， 条 件 (6) 训 已经 不 能 保证 ER 了 ， 因 此 这 时 不 
应 补充 20 Qo 这 条件. 

2.4. КИ МАУЫ то 与 解 z* 的 接近 程度 《 亦 即 估计 
0 то ПР СЕТЕ Г Го. ТЯ РЖ ХЕ 1 
BEERA AKIRE. 事实 上， 知道 了 АИ 
求 得 牛顿 法 的 下 一 闻 近 z 并 将 它 应 用 了 定理 工 中 ， 

ЕВ Ve fÉ (E ME BR R P; K А о ГРС) ВП 


1) [F` CP (z. : =} 
D IF (PG) ED (аль - P (P (z4))); 
3) Г.Р С-К (258); 


Kn g >. 
(1- К)? 


那么 ,方程 (1) 存 在 解 z E 


4) h, БЕ 


21-12 т (7) 


i у 我 们 来 验 H ЕА! 1 的 各 条 件 . ХЕ 定 pH 1 Ч Hz Г = 了 Ü jË 
НВ Fi it E Tis БА 
| F (PCO, ) ) i СИ 


в) 11] FL РТ 
ЕІ Гар" dr, иж" Кар, 


ЈЕ, TED 7 ОНЛ АЕ т, ВИ ЖИ. 
按照 定理 1, pu РЕК 1а а о т, Ч 


тай йо т 
To Tieteen - 1 一 - — -一 一 一 一 - 


h Ó h, 1— К 
由 此 得 到 估计 式 (7). 

注 1， 计 能 会 发 生 这 种 情况 , МДЦ Ку, Мы. 
这 时 虽然 不 能 再 应 用 定理 1.6， 但 定理 4 НИКА НЕ 
结论 . 

注 2， 条 伯 了 1 了) 一 4) 并 不 能 保证 球 |z 一 zw 之 56 t ó fe pR 9, 
h. МЕНЕ РЕ Qo IPEP КЕ 1а т УЕ 
936 中 的 程度 ， 例 如 ,应 假定 


1-— / 1— 2р m” _ 
h, 1— Ki 


2.5， 如 果 在 定理 1.6 7: ТЕРЬ, AFP a] ВЕ 
ГЕ z, И Q., EAA, WT A HI 


RERE LARS, HH AS; h< < По h< 2 АР Y Chi Мы 


rni T, =n 


совских[ 11). 

ЗЕ 5(Мысовских). 设 条 件 

> [PCr |2; 

PEE CO ЕВЕ. Го Рот", АН 
i (x) EB v Ru); 

з) PODIZE ER) 

i. ЛА. MA 
k D Cn < 2 (9) 
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ЯН. 
ый /h 28-1 
r> т’ = Bn > (5) , 


则 方程 (1) 有 解 **E8Qo， 而 且 以 АЕ Newton i$ feik 
Apae”, XAF, 1 ЗОЖ RE 度 由 下 式 给 | 


(za =2 — Tx) (P(z,)); п=0, 1, (9) 

证 ， 首 先 来 说 明 Newton PL E ДЕ н A ВУ, Б 2 
(п--0,1, ++), 2, 

[до = | — (0) (PO) SBN, (10) 

(аз) = РО) Ру) (z, — ro) + Г Po(zy(z =, | 


Bn 
<| K(Bn— dt -EPT - in 
А 2 2 


由 (10) 推 知 z S 02, 
我 们 来 计算 对 应 于 点 六 的 球 值 : 
h. = ВК ВКА №. (12) 


m° (11) 


设 已 经 证 得 Eo DA h, fin (k= 0,11, JO МЕ Е z, 
Вали n TEL. WARFO, (11) 6012) TIRRI: 


(2.1 —Znl BD, 


Wn  (k=0,1, 8—1), (13) 


== Re ? — e.. 二 一 ay. = ($ zt 7 — 
hp, 2 >") (3 =2(: (2520,1, п). 


由 后 两 个 关系 式 求 出 
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Rn- n- l hn ik, -pilm __ . „hao ан э 2`° "Ло 
— 一 — 一- 59 em > n — Ho 
2 2 2 


n 2 


将 此 结果 代入 (13) 式 , 得 到 
ый). см) 
用 此 , RHAH ан 0, 1, =, a ЗЕДОА, 47 
Jennie K 8168 SY) << 
k=0 =0 


因而 Е 1.16090, 


同样 , 根据 (14), 有 
repel ИЕр-1 b 一 
[а,в 2.1 > Iz. z |< > (0) _ 二 之 0， 
E=h Е= "н 


(15) 
因 市 序列 {z,} 自 收敛 ,这 表明 存在 x* =limz,, mA z* 是 方程 (1) 
的 解 . 
在 (15) 中 令 роо, 得 到 


> RNI рх"! > “b NE”k 
ж |= L ЦА КД 
авт) сво) >) 
pN 
BRE 


ЖАН Y Wk oky REKE tE). 
2.6. 常常 有 可 能 将 已 给 出 的 方程 (1) 用 接近 于 它 的 但 却 简单 
得 多 的 方程 (一 般 说 来 仍 是 非 线 性 的 ) 来 代替 我们 来 看 看 在 什么 
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梓 的 条 件 下 根据 近似 方程 的 解 可 以 判断 方程 (1 的 可 解 性 ， 
设 方程 (1) 具 有 如 下 形式 


Р(х) = л(х) R(z)-= 0. (16) 
ВБИ 是 简化 方程 的 解 , 妈 
+ (ro) 0. 


Е ВЖЕ: 

1) [Ша (tj (Ват; 

2) Ил (х0) R (ку) е 

3) [fa (к) 1 тС) К, асо) R OSLER). 
此 外 , 如 果 
KIL). 1 


ш. Izn = ГА 
h Ч 2 (17) 
并 且 
1 -- 1—2 y 
TET, 二 一 > . 15 , (18) 


MAREO) (ГДЕ 2*E О, 
利用 定理 1， 在 共 中 令 J' [za (ао) 17 ЕВА ВХ e 
ke. М, 借助 于 定理 工 可 以 建立 解 xz* 的 唯一 性 区 域 ， 

上 面 我 们 上 只 考察 了 … 种 特 多 的 情况 ， 更 一 般 的 情 训 是 方 各 
(1) 的 右 端 依赖 王 若 干 个 参数 吓 遇 对 于 其 中 一 个 参数 值 方程 的 解 
是 已 知 的 ， 需 要 对 趋 近 于 初 值 的 参数 确定 解 的 存在 性 ， 我 们 上 只 有限 
于 参数 是 线性 地 出 现在 方程 中 的 情形 ， 确 切 地 讲 ， 我 们 将 考 擂 
形 如 

Р(х, н) = a(z) LRCZ):=0 (19) 
BA PE XER u eza (нр РИЈА Г, В xEBCY, У), hd, 
и 可 以 是 数值 因 池 -. 
定理 6。 ШЕ: 
1) Plzo, 0})=x(70) =:0; 
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) 存在 连续 线性 算 了 于 76 一 [a (в) Но B; 
IRCE) |<, 1А' (ко) | <a; 

[r (a) [< К, 18" (а) 16 ER). 

此 外 ， 如 果 对 参数 a ЖУДАА 


. В®пСК + L|ul)lul lu 
а ав и <> ав] |<, (20) 


MEHER 2, 的 半径 充分 大 , ШУ СТО) 44 =*Е 9. 

证 ， 这 个 定理 的 证 明 由 于 方程 (16) 的 结论 可 直接 从 以 上 所 指 
出 的 假定 得 出 来 . 

解 x2*(4) 的 分 布 区 域 及 其 唯一 性 区 域 可 借助 十 定理 1 来 求 . 
从 定理 1 还 推 知 : 以 z, 为 初 值 的 基本 Newton 过 程 和 简化 Newton 

过 程 都 收敛 于 解 Си). УР, 根据 定理 2, 序列 {2 G): 
Ën (=, (и) —Гл’ (za) (PCL) ,LA)) 
(n=0, 1, +"; (u)= z) (21) 

Шис Р z*(u). 过程 (21) 具 有 这 样 的 优点 ， 它 用 了 对 应 十 初 值 
S Zo 的 道 竹子 及 初始 参数 值 u = 0. 

ЖІ. 应 注意 的 是 , ХЕ u 来 说 , 实 方程 


(Že t) la! (и а +п)=0 


ЯВ: (19) 的 控制 方程 ， 而 420) 不 是 别 的 ， 正 是 这 个 方程 有 实 根 的 
RPE. 

注 2， 某 些 更 复杂 的 讨论 使 得 我 们 能 够 对 一 般 情形 即 对 参数 
u 是 非 线 性 地 出 现在 方程 P (z, и) =0 中 的 情形 加 以 分 析 . 

可 以 指出 , 如 果 不 是 对 ze 和 六 而 是 对 x 和 三 应 用 定理 1， 则 
在 对 参数 值 的 更 宽 的 限制 乙 下 可 以 得 到 方程 组 

Р(х, р) =0@, ГР’(х, и)==1 

解 的 精确 到 参数 & У ВЕДА ЈК. 


i м N 
— МЈ x 


我 们 只 限于 参数 取 数 信 诊 近 侯 方程 x(7) 一 8 是 线性 方程 的 情 
形 加 以 讨论 ， 也 就 是 说 , 我 们 只 讨论 方程 (19) 的 特殊 情况 , 即 讨论 
形 如 
Р(х, A)EU(r— 70) + uR(z)=0 (22) 
的 方程 ,其 中 0 - (x'(20)) 是 连续 线性 算 子 . 
这 时 ,所 指出 的 解 ( 精 确 到 参数 4 的 一 次 医 ) 为 
£= to HT RD, РГ. = Eo Hi oR (х) Po, 
ПА ab as e ТИЧЕ: 
1) [D PCen u))|— [LT = n D R CE) Го Г uR Ceo) 
+ UR (и Г.В (хо) ) IIS 
2) IP P'O в) - Н |P, T oR (£) Г. ПИ 
Ти’ (ао Гь (20) )]-— +565 
3) JED u oR (Г В" (ENR), 
Ш eT 81 B: (22) 4 


时 可 解 . 

2.7， 在 参数 变化 的 一 定 的 区 域内 解 的 存在 性 和 求解 过 程 的 
收 伍 性 使 得 我 们 还 有 可 能 作出 关于 解 z*(4) 对 参数 的 依赖 性 的 竺 
征 的 结论 , 例如 ,由 于 од) = zo 连续 地 依赖 于 而 <(z) 和 RC) 
又 是 z 的 连续 函数 ， 所 以 (21) 中 所 有 3。( 1) 都 是 参数 的 连续 函数 ， 
也 就 是 说 z(p) 是 连续 地 依赖 于 4 的 ， 

在 一 定 的 条 件 下 ， 还 可 以 判断 解 z*(4) 对 参数 依赖 性 的 解析 
特征 . 

在 空间 X 中 取 值 的 函数 z(1) 称 作 是 弱 解 析 的 ， 如 果 对 任何 
线性 泛 函 ЈЄХ 函数 f(z(0)) 在 通常 意义 下 是 解析 的 . 

算 子 己 称 作 是 解析 的 ， 如 果 它 将 任何 能 解析 函数 z(/) 同样 变 
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成 空间 Y НТН P(z(u)), 
设 方程 (19) 中 的 凡是 数值 参数 并 假定 zx 和 五 是 解析 算 子 .地 
А, ИЕН НИЕ u ОА, БЕ f НХ 
НЕЕ. НР RODER Ги H 
界 性 , JF LA ET PR ВО 
Palu) =f (EH)) (n=0, 1, °) 
是 总 体 有 界 的 , 因而 级 数 
p(u)=limp, (и) = (1*(и)) 
TWI, НУЖЕН, 所 以 z*(u)A u BJ 598888 Я, 
如 果 以 自然 的 方式 将 上 因数 z (u ) E ХЭР И НЕ 
TH) = тот MZ oe иат, 
则 由 以 .上 所 指出 的 可 推 知 这 个 级 数 对 14| 二 to 的 所 有 的 4 应 该 是 
ЗСЗ). 
Newton ERAR MAAR АЕ, НЕЕ Kpa 
сносельский #1 Коллатц 等 人 的 著作 . 


5 3，Newton 法 对 具体 泛 函 方程 的 应 用 
3.1. EZ Newton 法 对 一 个 实 的 或 复 的 方程 


ба) =0 (1) 
的 应 用 . 
利用 定理 1.6 并 考虑 到 定理 中 所 出 现 的 量 了 和 天 具有 如 下 意 
X: 
020)! EZO 
STF КР, 


СН zo НОВ), 如 来 


h= 1 а SGDF G) 1 
ВК. 或 者 Тс 55 
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则 得 知 (1) 有 根 , 这 个 根 位 于 圆 


lz- z] <r = — 2h 7 (2) 
hi, JE BARZED 
l2—z <r = 10 2 q” (3) 


中 是 唯一 的 . 
Newton 法 还 可 用 于 求解 代数 方程 组 
DIE Éa, t, Ém) =0 (J=1,2, <, m), (4) 
方程 组 (4) 可 看 成 m 维 空间 X 中 的 一 个 方程 
Р(х)--0 
НН y= PCr), Ш 
y= (Pi, ёа), #9", Фиби, t, Ém) ), 
X= (Ё, 6, Ёа). 
Pez = (812. ED, ЖИ, 将 它 代 入 Newton 法 
的 方程 
P'(z.)(z—z >+ P(z,) = 0 
中 并 考虑 到 在 ХУП. 1. 6 中 所 指出 的 导数 Р(х) ВКК, РА 
我 们 就 得 到 关于 修正 量 Ar=r —z = (AÉ, А5, =, AEn) HERH: 
方程 组 
OP (£t EW .. 
Е e 0’) AE, 
=— ФД”, 89. e, 80) 
(32==1,2, +, т). (5) 
由 这 个 方程 组 求 出 Ах, ЗК ri. ЗН] ЖЕН. ЕК ть, 


O 这 时 假定 二 阶 导数 是 在 园 [2 до |е 中 估计 的 ， 其 中 ， 对 十 方程 (2) ЖИ, 
ron TAGER rT. 
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Да 
р 


如 果 使 用 的 是 简化 的 Newton 过 程 , MEY FCA а Bl: f: 
每 一 步 都 不 变 , 所 变 的 只 是 等 式 的 右 端 . 

Newton ОЙ РЕВА ЕА Z 28 08] X АМН В м. 我 
П: X = 17 # X = №. 
1) [eg (892. E., 66, ERS (= 1,2, *, т); 
2) Jocobi 矩阵 


ЭФ; ... £“ h ... 
(еее, EP, 00) (3,0=1,2,--, m) 


的 行列 式 DZ 0, 而 县, WIA, REER SE АТ WI 
Е" 


ХААВ" (651,2, =, m); 
' J=t 


9 9; ... 
3) ЗЕЕ.“ És, u Ém) <L 


(j, k, s=1,2, 1, m; |£ — | <r); 


4) h= Bn Пла. 


此 外 , 如 采 


>12 


г B'h' (6) 


— О A тА 


定理 的 证 明 归 结 为 对 定理 1.6 诸 条 件 的 验证 , 确切 地 讲 , 如 果 
ОХ la， 成 归结 为 对 该 定理 的 注 工 的 条 件 的 验证 ， 我 们 建议 恋 
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НИЕ”, | 
Ж 1. ЖЖ Newton 过 程 和 简化 Newton 过 程 的 收敛 速度 由 
定理 1.6 的 不 等 起 (33) 和 (34) 可 给 出 估计. 


Ж 2. чо 


103, 


所 以 , FR "= 28'2', MCNA Æ. 
Е 3. БУРНО та. ЛА, 


An = ЕЕ», Э) (j, k=1,2), 
因此 ,如 果 已 知 合计 
Jp; (02 天 (0 | — ) k=: 
БЕ, Š: D) <i (J, k=1, 2), 


则 作为 B 可 取 为 


27 
p'—= 2, 
[р | 
这 时 条 件 4) нр) 
162’, 1 
= 
|D] 2 


3212 L= |D]. 
这 个 条 件 是 由 А. Ostrowski 得 到 的 ， 有 趣 的 是 ， 要 是 直接 证 
И} Newton 法 的 欢 伍 性 , 即使 这 种 最 简单 的 情形 也 是 十 分 复杂 的 . 
如 果 取 赋 范 空间 区 为 了， 则 定理 ЖИ: DORA 


АЯ 
m 12 


F) M СР) 1 = Az] -JÈ [A£]? 


=} 
k=1 J 


к) WBE ЕР" (z) Lm {Я XVIL 2.2). 
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2) 17,10 AB'; 
这 里 Г, 象 以 前 那样 总 表示 [PCz] 1, A 表示 矩阵 T CI М: 
特征 值 ; 作为 D' 可 取 为 , 例如 


З) P GOS 


WEAK 可 取 为 : 
K' = т m; 
4’) = ВК 2. 
这 些 条 件 的 满足 就 保证 了 方程 组 (4) 的 解 的 存在 以 及 基本 
Newton 过 程 和 简化 Newton tls T DAME. 
对 于 以 二 所 述 , 我 们 以 一 个 例子 来 说 明 。 游 察 方程 组 
38 £, + = 1, 
£ 1 = 1. 
НОЕ E w == (Е, ВНЕ 
20) =0.98, #t01— 0.32. 
Вне ВЕЕР Pt ZH A 
1.880AE 3.188 АЁ, =0.045, 
3.7985, 4 0.301ЛЕ, =0.046, 
由 此 我 们 求 得 
AEi=0.0105，Aé,= 0.0075. 


由 此 得 到 


‚ _(—5.928 0.256 
1 == 


о r 


HZ oll -=0.492<.0.5 = В”, 

ПР (то) || = тах[0.046, 0.0451<0.05=9', 
ЯН — в 2B у’ ВЖЕ 0.935, 1.03, 0.27< £,<0.37 米 估计 的 数 
o 和 p, 的 二 阶 导 数 ， 因 为 
SE = 65, -ZP 6, 201 = 62; 


PE EA Е 
САД з Pp: 2 9*ф, 

= 12 = 3⁄2 =6š,5;, 
22 & 3 22192, £; . JE E162 


所 以 作为 工 可 以 取 为 : 


[=12.8>max -~ 12 (1.03) 2. 


24 В’, n’ ЖН REE, А AH A 
h=B'?n' Lm =0.25-0.05-12.8-4= 0.64. 
因此 定理 1 并 不 能 给 出 关于 Newton 法 收敛 性 的 结论 . 这 是 因为 对 P” (27) l 
的 估计 太 粗 糙 了 ， EKE, 我 们 取 
НР” (2) | Lm:= 51.2, 
其 实 存在 着 更 精细 的 估计 
ПР” (в) |116 = К’. 
利用 这 一 估计 得 到 
h= В'29'К'=0.25-0.05-16=4.2, 
这 就 可 以 作出 Newton 过 程 收 纹 性 的 肯定 结论 了 . 
如 果 直 接 利 用 定理 1.6, МХ] h УРАЛ. ЖЕ, 
МУР (20) = |As тах Аё, |, [A|] =0.0105, 
而 
17Р” (2) 17.2. 


因此 , 取 т =0.0105, К 7.2, 我 们 就 得 到 


#=1К< 0.08. (7) 
利用 简化 的 Newton 过 程 , a49 ярат 
£! 20.9905, 2:1) =:0,3275, 
& =. 0.99117, £7? = 0.32738, 
32. 0.991189, 419 = 0.327382; 


接 定理 1.6 的 公式 (34) ИИ Ка UL BS L ТЕРЯЕТЕ A 0.0008 
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ОР А ПУ ЕС СВ). 
ДСУ ЯГА: Я 2.4, 虽 还 可 以 指出 更 精 狂 的 误 益 佑 讨 ; 亦 即 
0.99117352*=0.991205, 0.327366<2%<0.327398. 
ВАЕ у TE E RAI KOS 4 D. 
姑 果 利用 赋 范 空间 县 , ЈА РЕ) 3) 8 48 3 
[oR0.448<0.5=B", 
7, Ско) i= lAr] =0.0133<0.015= 7, 
НР” (п) ||<15.2= К°, k=B'K' n = 0.1026. 


3.2. 我 们 现在 来 考察 Newton 法 对 非 线性 积分 方程 的 应 用 . 


:FL ZA 22 Tr. da 
L< Si EET УЖЕ 


(в) = кб, t,e), (8) 
其 中 天 Cs 0,0) ks, tA u ESRR B.B З У 
ESSI WAZA X 中 引入 算 子 P: 
y=P(2), (s) =а(8) | КО, t, a(t) a (9) 
症 将 方程 (8) 写 为 泛 函 方程 
P(z)=0 
的 有 形式， 对 于 这 个 方程 的 Newton 过 程 按 如 下 方式 来 构造 ， 设 x 
是 初始 逼近 ; 我们 假定 空间 X MARK (S, t, u) ËD HU PER BUPER BE Da 
WE P'e) 用 “在 积分 号 下 求 导数 ” 的 方法 得 到 ， 也 就 是 说 , =P 
ОЕ 
208) (в) | КА, t, ай; (10) 
修正 量 Az -zi 一 zo 由 方程 
P'a) (Ar) = PCa) 
确定 ， 由 于 (10), 这 个 方程 具有 如 下 形式 


AzG)— | Киса = es), (11) 


Дн 
209) =| KCs, t, z(t) dt 28) 


EFEO) НОВО НА GR) 2 (Невязка). 

因此 , ГРИН h Pe. WI, 
如 果 利 用 简化 的 Newton 过 程 , 则 核 函 数 在 每 一 步 中 都 不 改变 . 

对 十 牛顿 过 程 的 收敛 性 ， 根 据 一 般 定理 可 以 指出 种 种 不 同 的 
结果 , 这 更 看 基本 空间 是 选取 什么 样 的 赋 范 室 间 了 .于 是 , 如 果 取 
Х=СГО, 17, 我 们 就 得 到 这 样 的 定理 . 

定理 2. ГИЯ: 


жд с, D EB 
| IGCS, D |dt <B  (s€[0.1)); a2) 


2) N (8) |= (5610,11); 


О 


0<s<1, |ы--х,(8) 1=2(1-- Вт’ 
所 定义 的 。 和 的 区 城中 成 立 
4) h= (14 pK < 


则 基本 Newton 过 程 和 简化 Newton 过 程 均 收 ВСР 方程 (8) 的 解 


2*(5). 解 的 存在 域 是 


人 


(в аб) ТУ By (ЕГО, 
解 的 唯一 性 区 域 是 


0<s<1, [оа (в) | St pw. 
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旨 果 注意 到 由 和 于 定理 ХУП. 2.2, ТРИ P Go Нл. 
ПО, НН. Р(х) Куо (8, E a (ED AA R R FI: 
积分 算 子 的 话 ， 则 不 难 验证 定理 6 WAREKE, ETY 
РГ. [P (а). МЕДЕ ХІН. 6.1 中 所 指出 的 那样 具有 如 
下 形式 | 

1 
2=Г,00), 205) =y(s) + | асе, ба, 
РАЈ 
[17,151 5. 

ди LO, DAX, ПИКЕ ХИ. 3.1 还 可 指出 积分 方 

Рв) ир РЕНН 3 FE. оле 
1 
1) |, [е,(8) | dsn"; 


2 ) 不 等 式 


<B'  (n=1,2 =) 


这 
1— 2, 
成 立 , 其 中 2, ЕЕ K ($, t) == Kls, t, (1) РКИ 
图 数 的 特征 值 ( 如 果 核 Ks, ЖК, 要 求 就 复杂 一 些 , PL V. 2. 6 
和 V.2.7); 

3 ) [К (3, и) К’ ($, ЕГО, 1], —-с<0<и< 0); 

4) h= В" K' <. 

3.3. 定理 2 的 条 件 或 条 件 1 — 4) 都 假定 存在 着 与 精确 解 
充分 接近 的 初始 到 近 то, 我 们 现在 来 浪 察 构造 这 种 初始 逼近 的 相 
当 一 般 的 方法 ， 这 个 方法 的 任务 就 在 于 用 一 个 结构 更 简单 的 而 且 
它 的 求解 归结 为 求解 代数 方程 组 的 方程 去 代 亚 已 知 的 积分 方程 
(8). 

亦 即 , 我 们 假定 核 К (s, t, и) =] НЕ 6 Пу АП 

e 293. 


H(s,t, u)”: > h (4, и)о, (в) 


ЕЖЕ, 共 中 о, (8) (ЕЕ, 2, =, m) њр, АЕ, 
ЖИ 2 2: W ТЕНЕ ТЕО ВА. И, ЗГ НВА K i 
按 完全 正 交 图 数 系 {ox(s))} (二 1,2,…) 的 Fourier 级 数 展开 式 的 
部 分 和 ， 

方程 


205) = | HCs, tz(t)) dt (13) 
自然 看 作对 于 方程 (8) 的 逼近 方程 ， 但 方程 (13) 的 解 zo( 区 共有 如 
下 形式 : 
zt)= > Aot), 
其 中 系数 А081, 2 ---, 和) 由 非 线 性 代数 方程 组 
аери Dao) (j=1,2,—— m) G4) 


确定 ， 我 们 正 是 将 OBREDE. 
因为 在 很 多 情形 下 重要 的 只 是 关于 方程 (8) 的 解 的 在 在 , 解 的 
分 布 区 域 以 及 解 的 唯一 性 问题 ， 所 以 就 很 自然 地 应 用 到 定理 2.6 
这 一 格式 、 为 此 取 闭 =CL0,11 并 将 方程 (8) 写 成 
P(z)=x=(z)+ uR(z)=0, 


л(1)($)=1(8)— | Hs, t, x(t )) at. 


R(z)(s)=| ГКС», t alt))— His, t, z(t))]dt, 


и=1. 
在 这 些 记 法 之 下 , 可 指出 以 下 定理 . 
. 29+ + 


定理 3， an PIEI 0: 
D ERTEAN БОВЕ G,(s, 人 ,并 由 


一 


| Gs l< Ge[0,1]); 
2) || LEG, о) MCs, ty a(d = es)| Sn 
(s€[0,1]); 
3 | KCE, t, z(t) НОС, by aot)) do 
(=С[0, 1]); 


1 
4) | Н" (s, t. и) |= K (56 ГО, 1], иж, (9| <r); 


“1 
5) | рки. (s, t, ш) Hi (s, t.u) | dt SL 
0 


(s€|0, 1], |u — т,(5) т) 


_ (ЕВ) (КтЕ)и -1 
DA: -aB TI 2” 


&(В--1)<1. 
这 时 , Ат 


1—V1—2h nFB) 


rp = ЫА Лан: 


h 1—a(14 B) 
则 万 程 (8) 有 解 z*， ЕН. 
lz*(s)—z(s)|=<T,. (15) 
HERR 2 相 比 , 这 个 定理 的 方便 之 处 就 在 于 核 Hi(s, t, x(t)) 
дЕ ЙО, 因而 瑰 解 式 Go。(s, ORDR. 
为 了 确定 方程 (8) 的 解 , 可 利用 2.6 中 所 指出 的 过 程 ， 但 是 这 
叶 收 化 性 要 比 利 用 简化 的 Newton 过 程 慢 一 些 . 
为 了 赔 明 以 上 所 讲 的 , RIESE AAA kiel hie 
|, iz(t)]asinstdt -上 
JEA 38 or: n] HZ 
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H (8. t, u) = atus +1. 


ЗХ ГОР (13) 应 是 
rls) < 二 | [z(b]jsstat tl. 
这 个 方 种 的 解 是 za( 归 =1-5 At 而且 A= 0.405887 (是 由 二 次 方程 求 得 的 ). 
ЖЕНЕ ЛЕ ЗН ИА ВОЛЕ 
B=1.124, 1-=0.0367, а=0.055, K=0.5, L=0.0417. 
因此 
0.1<h<0.103; а(1--В) <0.12, 
此 处 , Е СТ) 
[2% (8) — z (8) | 0.096 (s€[0, 1). 
dn Fe ВЕН 
/st SY 
Hs, t, (1 - ј +1, 
如 会 得 到 
z (8) 一 1 十 0.386178 --0.03455%, 
mifik (1 引 将 变 为 
Г (8) —-20 (8) |<0.0119 (8€10, 11). 
3.4， 现 在 来 看 看 Newton 法 对 微分 方程 的 应 用 ， 设 给 定 微 
分 方程 
Y (1)— pet), 2) ==0 (z(0)=-0). (16) 
b C 是 出 在 区 间 [0，aj 上 连续 的 而 在 1 二 0 Bp F 389 B РЕА 2 
构成 的 空间 , 我 们 在 这 个 空间 中 用 


[5] = тах |2(#) |+ Атах |а' (2) | 
170.97 2219,07 


引进 范 数 ， 其 中 4 是 一 个 我 们 以 后 再 来 确定 的 正 系 数 ， 假 定 因数 
ф(и, ДЕР 
05а; [и—1,61)1=98 (ЄС!) 
上 连续 并 且 丰 关于 z ЕН ЧО, ВИП Р: 
p= P(2), y(t) (t)— ort), t). 
- 296 + 


IERE PWR Jz 一 ze:<<6( 用 昌 表 示 这 个 球 ) 到 空间 CL0, 1171 
且 在 8 中 有 连续 的 一 阶 和 一 阶 导数 ， 在 这 样 的 假定 下 就 有 有 
Р' (аут) (в) =з (0) AEON (17) 
Р" (а) (2, (t= pC Око. aD 
我 们 来 求 TP а)", BFAD, г P.G) 是 微 
分 方程 
(реа, DUCE) (19) 
的 解 , 也 就 是 说 
«о а, 


О 
区 中 
$1)=exp(f piles), зав), 
ТА 
axl) ei СР 


而 从 方程 (19) 得 到 
maxia G) gmax есь, max lz tO lg 


0101. 
这 样 , 就 有 
атах |<) 
< а min|2(!)| +40 EIT 
六 此 


ета 
所 得 到 的 这 个 估计 使 得 我 们 可 以 利用 定理 1. 6 得 出 如 下 结果 . 
定理 4， 设 下 述 条 件 满 足 : 
1) ао) 000), DST QUELO, aJ); 
. 227 ° 


2) [фе DSM, GELO, a]); 
3) pi (u, t) SM,  QELO a], |u—z (t)i 8); 


4) = М заѓе^ №. y <>. 


1-37 1—2, 


бра М, 9 
е an А 


>т, 


ЕССЕ 
为 了 验证 定理 1.6 的 条 件 , 只 要 说 明 
тах |#(#)|=<çe%2:, тіп | (Е) [22е 

就 够 了 .因此 读 定 理 中 的 В" пр 

DB'= ae, 420. 
此 外 还 可 设 К’ =M, 于 是 ,方程 (16) 可 解 性 条 件 可 写 为 

=p" Ky = (aet AFMA 5. (20; 

由 于 limh=h,, 根据 条 件 4), 只 要 取 4 充分 小 好 可 保证 (20) 成 立 ， 


EL 对 于 非 零 初 始 条 件 只 须 经 显然 的 变量 代 换 即 可 化 成 我 
们 这 里 的 情形 . 

注 2、 这 里 所 用 的 这 个 方法 还 可 用 于 研究 微分 方程 组 . 在 这 
种 情形 使 用 这 个 方法 的 困难 之 处 就 在 于 通常 不 可 能 有 线性 方程 组 
的 解析 解 , 因而 不 能 得 到 算 子 全 ,的 范 数 估计 . 

3.5. 我 们 现在 来 考察 微分 方程 

z"(t)-+z(t)+ugp(a(t),z'(t),t)= 0, (21) 

Eh ф(и, о, Р) ЕРА, FERT ио 的 直到 二 阶 的 连续 
导数 并 且 是 2 ВД o>-0 为 周期 的 周期 国 数 . 

和 3.4 的 讨论 类 似 ， 我 们 指出 在 仁 么 样 的 条 件 下 方程 (21) 
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上 共有 以 @ 为 周期 的 周期 解 , 换言之 , 也 就 是 说 有 满足 边界 条 件 
rlœo)=x(0), x (о) == (0) (22) 
的 解 . 
这 一 次 我 们 将 利用 定理 2.6， 设 C2 是 由 所 有 以 @ 为 周期 的 
二 次 过 续 可 微 函数 所 组 成 的 空间 ，C? 中 的 范 数 由 等 式 


确定 , 其 中 ДРО 将 在 以 后 确定 ， 另 外 ,引进 算 子 x 和 R: 
у=л(х), (Бет +С), 
z=R(z), (=pl) z C), 4). 
ah, l PE (21) нр U 


a(z)--uR(£)=0. (23) 
我 们 来 进行 为 应 用 定理 9. 6 而 必要 的 一 些 佑 计 . 
算 子 工 显 然 是 连续 的 和 线性 的 ， 因 而 方程 x(7) 一 0 的 解 是 元 


素 zu 一 9， 如 果 cosa 天 1， 则 存在 Гот", Г ЧГ А 
分 方程 (在 条 件 (22) 之 下 ) 

"+ х=9 
而 求 得 ， 我 们 略 去 实质 上 不 复杂 但 令 人 厌倦 的 那些 计算 ， 直 接 指 
ЗА Г, В РЕ 20458 H: 


7,10) 2+ 1+ созо | 十 | nel yag 


1 — соѕо 


< АМ 2 otage i5 19, 


1 — соѕо 1 一 cosO 
这 里 的 9 表示 包含 的 某 个 表达 式 . 
因此 , В 可 取 为 : 


p= 590 40--В,-+10. 


1—coso 


е 299 . 


В’ (2) CEIC Y= фи (0, 0, 2) (р) ф.(0, 0. Р) (2), 
R” (=) (а, ENG) = физ (201), Z(E), ЕЖЕ) 
E Фи (202), СЕ), г) ЕСГ) (Т) 
(РЕ) 
+ физ (201), 2С), ВЕСЬ), 
项 在 可 以 叙述 如 下 的 定理 . 
定理 5， 设 各 下 条 件 满足 : 
1) o=2nx (п=1.2, =); 
2) [Ф(0, 0,1) <; 
3) [gat0, 0,6) |=, |фь (0, 0, t) |<; 
4) | физ Cu, o, Ё) (1, фи, в, ВТ, 
| физ (ш, v, t] < L. 
这 时 ,如果 


1— cosa 
ибо (а. уал) (24) 


е ЕЕ 2. 6 го 和 式 (20) 当 4 充分 小 
И B. 
Воли? < 1 
(1—aB nu) ` 
ERSZ. EH 2.6 的 不 等 式 (20) 在 这 里 有 具有 下 列 形 式 


B° Lmu: 了 
В == < 
” И-аВи) ` 2' 


РСЯ SEN (24) EER. 
+. mR o 解析 地 依赖 于 其 变 元 ， 则 根据 2.7 所 述 可 以 肯定 
方程 (21) 的 周期 解 对 满足 关系 式 (24) 的 4 也 是 解析 地 相依 赖 的 . 
对 于 更 高 阶 的 方程 可 以 类 似 地 讨论 ， 
3.6, RADR Newton 法 对 手动 理论 的 应 用 ， 
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(ж) 


ВО ИЕ ibik Banach яў) X ЗН ИМЕ ЕЯ СР. bz 
HREF U =UV 的 特征 值 和 相应 的 特征 元 ， 但 假定 上 =0 寺 
这 个 问题 的 解 是 已 知 的 ， 也 就 是 说 算 子 志 的 特征 值 4。 和 对 应 的 
特征 元 z。 是 已 知 的 . 

在 对 算 子 乙 和 玉 作 某 些 补充 要 求 的 条 件 下 ， 我 们 来 证 明 妆 
充分 小 时 算 子 Us 存在 分 别 接近 于 o $ zo 的 特征 值 4 和 对 应 的 
特征 元 z, RHB, 有 如 下 的 定理 . 

定理 6， 设 如 下 条 件 渡 是: 

D X 是 算 子 UV* 的 特征 入: 

U*Cf) = Nf 
共 中 让 表示 满足 规格 化 条 什 
Ў,(2,) =1 
ПРЕ УС; 

2) Я ОАТ ДЕА X, 到 XX Я РАНЕЕ Я 

РТ: 
T(Uz— А2), UTr— A Та 2 (хЄХ ,) 
ДХ, - N(f,) ЕШ А f (y) =0 № УЄХ 8 Ч н], 3% 
I, 如 小 
1 

аа Иа 

(25) 
WE U, 在 在 这 绎 的 特征 值 4， 使 得 当 对 应 的 特征 元 z, W AE M 
ifea fi: 


РИ: 


fole) =1 
时 , s 41 
АЕ, Tre Ве, 


其 中 4 和 B 是 由 算 子 U 和 所 确定 的 常数 . 
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证 .需要 从 条 件 
TV(CZ) 二 ECG) 一 AT f(7)=1 
ЖЕ ЛЖ г. 2 
==, +2, АЗА, НО 
而 引进 两 全 新 的 未 知 数 z МО. TU SQ E 2 
U(z) HtV(z,+-z)=óÓ(z +=) На, (2) 三 0， 
也 束 是 说 应 该 在 空间 X, 中 求 方程 
U(z) FtV (ва) =д(я, Hz) АЕ 《26 ) 
的 解 . WIERZ Г, 作用 于 (26) 的 两 端 ， 因 为 
Р.002— А52) =U*(f) (2)— Afa) (z) =: 0, 
由 此 得 到 用 z 表示 6 的 等 式 
Ô= tf (У (+ 2)), (27) 
将 (27) 代 入 到 (26) 中 , 便 得 到 关于 z 的 方程 
UCz)— A z--t[V(z + z)—f,(V(z,- z))(z 2) 1 0. 
(28) 
这 个 方程 左 端 的 两 个 加 项 均 属 于 子 空间 X,, Aus Т nj I: HJ] J 
(28); 结果 就 给 出 
alz)+tR(2)=0, (29) 
其 中 
л(2) =2, В (2) = ТГУ (а, 2) —f О (в 2)) (а, 2) 1. 
应 用 定理 2.6 于 方程 (29)， HF 2, =0, 4 
л'(2,)=1, Г,=1, л"(2)=9, 
Rz) == ТГУ (2, ) р, (а) )2,], 
В' CXE) = СИС) СИ (2) (а, Hz) fV ariz) ) ж], 
R" (2) Cx, 2) = Tf СУС) ЖТ, V EDF] 
= РУ) ТСР) — V ATE). 
所 以 可 以 取 
. 302 = 


АЕ 


n= TIVI felie ПВ, 81, 
a= TMV IEL 2f =, 
к=0, L=2}TMV M]. 
因此 , 方程 (29) 的 可 解 性 条 件 就 是 
Lnltl” т 
аа 5” 
ЩИХ Д (25). 
以 z, ЕЖУ, WI 
A несов, 


h,= 


而 从 等 式 (27) 我 们 就 得 到 
[4,= 4,1 = 1811 ПАЦИ а 141. 
定理 完全 得 证 ， 
注 . ee aa 在 这 种 情况 下 7 和 
& 可 有 更 为 简单 的 表达 式 ， 设 和 是 Hilbert 2 ja] О Е B Jü BE 
算 子 ， 不 难 验证 , 这 时 fo P нера z, 所 定义 的 泛 霄 
foly) = (0, 2,) (y€X). 
注意 , zo 上 二 f(z0) 一 1， 则 
ВЕТРУ я, — (Vz, о) РИ ТТИ 
[АС ) С) 0 IT|]Vz— (Vz,z,)z,— (Vz z) z1 
У Ух, а) 21 Их, z.) 211 
ЗИ | (Vzo, а) |] 
«2171171121, 
пах BJ а He 
п= 1и, а 207и, 
而 方程 (29) 的 可 解 性 条 件 就 是 
AA < 
ЕЕ 21771121) ° 2 
303. 


ТЖ 
ИРИНЕ = 


FRE COS). 
AM.K.TasypaaL3] 直 接 研究 了 这 种 情况 并 将 上 述 不 等 式 化 
Я 
21 


ИН, 


而 这 个 条 件 已 经 是 不 可 再 改善 了 . 
3.7. 考察 两 个 变数 的 二 阶 拟 线性 微分 方 称 


Iu Ju 
A(s, t, u, P, Dait B(s, t, u, P, 4) 55; 


+ С (s, t, u, P, q) 
Fu 


ETE +D(s,t, u, р, 9) =0, (30) 


其 中 p 和 9 表 永 一 阶 导 ер 95, 4—57, 

Од ТУ л Q A. RITE Q ERZ S f 
GORCE НН r EWE E Е p 3 z. 

RE AXA RE LU = uels, t). Newton F iz 
EIR ETA ЗЕ ARRI TETE РЕА k FRRO o A KIR Кошелев[ 11, 
[2]. 

我 们 将 假定 方程 (30) 是 椭圆 型 的 , 确切 地 讲 , 将 假定 对 所 有 的 
变量 , 或 至 少 对 方程 中 所 遇 到 的 变量 来 说 不 等 式 


B'—4A0<0 (31) 
为 应 用 Newton #5 5 77 РА С30), 我 们 将 它 写成 
P(u)=0 (32) 


ПЕ, Juri PENEDA Таро Р 1 4 b 3225 н] V 的 
+ 304 。 


иг. 人 
k P< F(s,t,u, p, q) ENAR, ПНР, 表示 分 凑 以 


t po— а, п RIEF оа, p, е 而 得 到 的 结果 
AE BEDO IK НАЯ, Фе 0 
PO бш) =: А. и | (24), г (55) ра (59), ЛЕ 
+ В 2 (28 ) + (55). ›+(52 51) 9 T 
rog (ии) e 


2 вд сд шг. 
| 405 Ву i бе. uÜ, 


于 式 中 没有 写 出 ROER bA 关于 и 二 阶 导数 .由 此 可 见 ， 
P'(u,) 是 线性 椭圆 型 微分 算计， 因而 对 方程 (32) 应 用 Newton 法 
的 每 一 步 都 岂 结 为 求解 线性 椭圆 型 微分 方程 
Р'(и,) (п) = P' (Wu) CUa) — P Cta) (в =0, 1, =), 


(33) 


(34) 
如 果 利 用 简化 Newton 过 程 , 则 每 一 步 同 样 得 到 椭圆 型 方程 
已 (2o) (и. ) = P'(u,)(u,) — P(u,) (n=0,1, =), 
(35) 
不 过 已 经 是 带 有 不 变 的 左 端 了 . 

问 样 容易 求 得 (当然 ， 仍 和 前 面 一 样 不 作 论 证 ) 算 子 忆 的 二 阶 
导数 , 这 是 研究 Newton 法 收 敏 性 所 必须 的 ， 亦 即 ， 容 易 看 出 P' 
(ш) (2, р) з, УШМ xE y BJ ЕЖЕ, m B 
些 导 数 的 系数 依赖 于 &， 事实 上 ， 包 含 对 过 的 二 阶 导 数 与 对 y 的 

阶 导 数 的 滋 积 的 那些 加 项 在 所 指出 的 公式 中 是 没有 的 ， 

现在 来 谈 谈 空间 U 和 V， 假 定 这 两 个 空间 受 下 述 要 求 的 

HJIR: 
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D 算 子 忆 将 空间 U( 或 它 的 一 部 分 ФГУ. 

2) 算 子 吨 应 该 二 次 可 微 并 且 了 的 导数 由 以 上 所 指出 的 表达 
式 得 到 . 

3) 对 无 论 怎样 的 aC 9, WREN P O (с, у) Р, 
作 是 乘 算 子 ) 是 从 站 到 Y 的 连续 线性 算 子 并 且 


12, [УМ UER). (36) 

类 似 地 , 如 果 zCU, ува 22-22. (а, В=0, l;a + 81) (Я 
ЕЕЕ ОХЕ JA У 到 V 的 连续 线性 算 子 并 且 

35], <M, Jelu. (37) 


4) 将 元 素 EU PER 0 - (а, 8—0, 1,2; a+ B2) 


а 


对 应 起 来 的 算 子 是 从 U ГУ 的 连续 线性 算 子 ， 
5) РР Г Г, ГР" и) ОД М V 
映射 到 空间 U), 
满足 上 述 要 求 的 空间 U MV 称 为 对 应 空间 ， 只 要 初始 通 近 先 
取得 很 成 功 , 则 可 对 这 样 的 空间 偶 应 用 定理 1. 6， 事 实 .上 , 条 件 З) 


和 人 就 保证 了 1P"(w) 1 的 一 致 有 界 性 , 例如 , 对 于 形 如 РОТ. 的 
项 ,根据 (36) 和 (37) 
Әх а?у М 
|92979) рғ: 22, ар 
ман 


下 面 我 们 将 指出 某 些 具体 的 对 应 空间 偶 ， 不 过 仅 在 第 一 个 最 
简单 的 情形 下 来 谈 到 对 条 件 1) 一 5) 的 验证 , 
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PQO = x(u) HR) = Au- + (ФН) 十 Я (ЧН) =p 


(a (u) = Ли, В(и) =: (ФН 1 27 9 (qH)) (38) 
并 求 在 正方 形 8 一 50, z;0, ПД E Q A 2 fi: 
Su 0 (39) 


的 Neumann 问题 的 解 . 
关于 函数 五 我 们 将 假定 它 本 身 以 及 一 定 阶 的 导数 连续 并 且 了 7 


159. 
由 Green 公式 可 知 , 22 u W e yB ТЕ (39), 则 
ПЗС = 0; (40) 
К: 


Е, RB Аа Е [Раз 0, 
А 


ЧЕ У Ри (ЗВ), 我 ЕР — рН] 


U W. V-W, 
其 中 WO 由 满足 边界 条 件 (39) 和 条 件 
ffacs, t)dsdt -0 (41) 
Š 
的 函数 zE WE3 组 成 ， 空 间 w: 出 满 是 条 件 
| v(s, tdsdt -0 (42) 
ç 


的 国 数 EWO 组 成 ， 这 两 个 空间 中 的 范 数 取 为 


*) ”例如 ,在 薄板 问题 中 遇 到 的 极 小 曲 革 方程 
ИСНЕ ЛЕ РИ О 
Әзір ig: М1 12-4: 
就 是 这 种 形式 的 方程 . 
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3 
fal Ш > 9) Чаи! | , 


-j KG 9” ) (5%) ) аз | (ЕО в ЭЎ 


RE RIEA ВИ О, V 应 是 条 和 件 了 一 5) (Q RYTER 
大 的 球 ). 
HIKA EPE of Spa С a U ТИ 阶 民 数 是 任意 次 每 可 积 的 ; Bd 


МИРУ 
ПЕЕ 
ЖЕНИ ЛОХ ИУ Е, aR u А ОРЕЛ ЛУ rtr 


жр Alg 在 内. 
ЗОЖ |P (u) О АВАН FEME АРЫН 一 项 : 


НЫ (и. e) аа = н: a) ‘аз 


1 
Ган ән КН аа, ӘН ou үә? Ë 2 
oH. Н M| dsdt 
( Js | 3u” әр 95 994 бе ü | 


CED] a|. 


] 
ил 4 + 
x || S t) аи 
95°, I 
Q 


WA КСЕ А Жми Я} ИДЕЕ, 没有 有 明确 写 出 来 的 那些 项 


м.) ul, (43) 


max|lHliul -max 


PCDEYV. 
У: ГРИНЕРА М P'o Дт MGD ABEER K IK A AT AE 


° 308 = 


PFE НИ ИЗ АПЕЛ ШЕ, С ДА БУ СЗЗ) деру т, MHA 
P 连续 , 则 了 当然 是 可 微 的 ， 同 样 ，P ЗАВ ГОП. 


RERI ЖЕНА F OUR Р Сп) (z, g) 中 的 一 个 未 
O. WR, КН МА Е, 网 而 连续 有 界 . ЯР Г Е, 有 


IEG | 


ЕСЕ 
Q 


iS 


аг аи ЭГ Эн 72 А ， 
ра lu F и asul” тах! iol 
9 25° ' 99 S) | ii W: тах |0 [241 


27, 2р 3u ӘР On ЭЕ Әи\ |, р: 
Hi (5, ди Э5' Әр 95?" 94 5596 dsdi 


IRIKA CEFE, ра o АЕК ak o RAS, PEAT 


oe ea eti 


根据 过 个 不 等 式 ,我 们 来 合计 (44D 中 第 二 个 加 项 中 的 一 项 ， 例 和 如， 


Na 


=l. ni. 
IH k af ДА РЕ У 到 六 的 连续 线性 算 子 并 且 潢 足 (36)， 条 件 3) 
的 第 二 部 分 由 图 数 CU 及 其 导数 了 和 9 МН АРЕНЕ. 
条 件 4) 是 显然 的 . 
现在 来 看 条 件 5)， 考 虑 到 归 用 到 2.6 的 结论 ， 因 此 只 须 证 二 
Laplace ИГ ОЙ ИЕ JA U ЖДУ Г 有 连续 道 算 子 在 在 号 可 以 
f. ЛИ, 我 们 米 看 方程 


. 309. 


Auv wEV). (45) 
将 上 面 右 端的 国 数 o (s. DORER RA: 


oo 


2(5,#)= №1 qmcoskscosmt. 


由 于 (42), ао 0, НШ, НИЯ О Е ИЕ (39) 的 方程 (45) 
的 唯一 解 由 级 数 


给 出 ， 现 在 来 验证 ЕО. 事实 上 ,由 于 2 的 导 阔 数 平方 可 积 , 故 有 
> т?) an M, II 的 ] +6) 上 ee 


= М, |01?. 
但 由 国 数 % ЙЧ = r SF СРЯ 3 rk 560, 例如 级 数 


3 < 2 
а Хт Ë т sdrmeoskscosmt, 


0 + т? 
显然 是 平均 收 钱 的， 因此 
Pu N2 i АР: 
= an dt == т ———— aT 2 
Josa) ea a 52 i 
Q т 


<, > Kaim SM |p]. 


所 以 “EU JE Н 12,101; Ж A 的 存在 性 得 证 . 
这 样 ， 我 们 襄 可 以 应 用 Newton 法 的 收 伊 性 定理 ， 特 别 要 指 
出 的 是 , HHR AV ARC38) 2 2238441263 u 197; B 
Aut n L OM) ЧН) j-e 


WA e 0 时 解 是 存在 的 , 所 以 根据 定理 2.6， 对 于 所 有 充分 小 的 
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4 来 说 上 述 方 程 的 解 也 都 是 在 在 的 ， 

应 当 指 出 的 是 ， 应 用 定理 2.6 的 格式 求解 上 述 方 程 归结 为 在 
过 程 的 每 一 步 解 Poisson J Pë. 

最 后 , 我 们 再 概略 地 指出 两 对 对 应 空间 ， 如 果 求 解 Dirichlet 
问题 ， 可 取 TU 一 W 包 ,V= 工 ?。 这 时 ， 条 件 12—49) 的 验证 并 不 很 
难 ， 但 对 条 件 5) 则 不 然 , 它 的 验证 相当 复杂 . 

最 后 ， 作 为 U 可 以 取 空 间 Lipa (HP нро H. W 
阶 导 数 满足 以 上 & 为 指数 的 Lipschitz 条 件 的 国 数组 成 的 空间 )， 相 
应 的 V 应 该 取 为 Lip%, 和 前 面 一 样 , 这 里 的 主要 困难 在 于 对 条 件 5) 
的 验证 ， 要 验证 它 , 需要 利用 偏 微 分 方程 论 中 的 一些 精细 的 定型 . 

Newton 法 的 其 他 应 用 除了 以 上 所 述 以 外 还 可 见 MprcoBcKHX 
[2], № Николаев 1158938644. 


$ 4， 格 - 赋 范 空间 中 的 Newton 法 


在 $ 1 中 所 述 的 对 于 冉 范 空间 的 Newton 法 形式 ， Ло 
"т, Зах [RB] 25 СЕ ЕЕК НУ И ВАЗЕ. 4.1 8 4.2 № 
结果 属于 Л.В. Қанторович[ 4 ], [101, [12], 4. р. А. И. Балуев 
CIT 在 叙述 这 些 结果 时 我 们 仿照 Вулих- 1, 在 这 本 上 中 可 以 如 到 这 里 所 述 
定 寻 的 详细 证 明 及 所 引用 的 文 由 | 

4.1. RX 是 实 向 量 空 间 , Z 是 向 量 格 ， 如 果 对 于 任 一 元 素 z6X 对 应 十 
Е О -NER Jel EZ, JE НЕ ЕН, 

1) 如 果 2520, 则 |z] >D 

2) |Az]= АЦЕ 

З) [erta je] аа |, 

则 称 X 是 使 用 乙 的 格 - 赋 范 空间 . 

ОЕ РАТЕ: LAW АЯ (Нормирующое) 的 向 量 格 ， 赋 范 空间 力 是 格 - 
撤 范 空间 的 特殊 情形 ， 换 训 之 ， м: 空间 是 以 实数 的 下 -空间 作为 用 以 赋 范 
的 向 基 格 而 成 的 覆 - 贼 范 空间 .更 Ade, AE -ho Nh Z a T AE АЕ AE 
К-х (8) s (T) Wy ia WK os Тар, НОР ру А НИ. ey, ani 

. 311. 


IRRD wis KB OM BR) G зем, М] NK АЙ че Нин 
SHLAA ВА НЕД ДЕ X 45 y 


i X ИН ига Z ПОЕ Н], HE fE X 中 Е Dsg (z, 


EEX), MREP E AOZ AFTER zEX (0, 记 为 < — z, 设 序列 
{r CX, g: Z ЕДЕ ЕЯ z. V 0, ВАНА НИ G> m, 
|ru |2 

Я] En И: OZ) 基本 的 ， 

an ЖЕНЕ — A OZ) ЗЕ 351 21 ДЕ OZ) СА u, MEAR KE OZ) 完备 的 ， 
Banach НА (OR) Sett K НХ I OX) 完备 的 

MACIE XI. 1.4 PEB DEM НОТА ХУС Л 9 ЕАК ТО 2 
URT. anA Hi 


т 


[K| 0) =K 6, d jiv 
БЕН С, MRA ХГУ 可 看 作 是 利用 下- 空 闻 入 ПЕН]. 
ПЕ НЯ ВЕН ХГУ] (ох) 完备 的 . 
我 们 引进 一 些 在 后 面 斌 究 Newton 法 时 要 用 到 的 铺 助 材料 . 
НИК, 在 整个 4 和 442 的 讨论 中 总 假定 站 竹 笠 古 分 别 和 出 天 -空间 之 
Wagi- м м]. 
Е: X->Y 是 线性 算 子 ,Uo ZW 是 正 算 子 , 如 果 对 所 有 的 EX 
10 (0) [U (rl), 
别称 Бо ETU h 模 控 制 算 子 . 
ИЕ 了 导数 的 概念 . E fE ТЯ А ЛУ ВН ВТ РН. 
£ P:X-> Y RAT, ШАНА BJ pa ss z €X 并 设 存 在 这 样 的 线性 算 
PEU: XoY. 使 得 对 于 任 次 的 xzEX 及 任意 的 数列 1,->0 (4,70) у 
P (rot tit) ~P leo) 


LOXY Лт UGD, 
ty 
则 称 线性 算 子 已 在 点 和 可 时 U APPP fE xo 处 的 导数 , 记 
U = Р' (z). 


MERS ОО: VE to СХ, 用 [Ero x]] 来 表示 联结 点 x 
ША HCW И. 3.1, ЖЕ ТЕБ НЕ). 
ВЕРН EAEE C eon «ПОВ, НИЕМ, X 34] V ЕЕ. 
ВИТА НГО, 1] ЙУ ИЯ Зо, 0= Фос, № Ам 


a 530% 


тах (вв) ->0, ЖАНЕ тебе ё, бот р. Š = (ть) а 


тах. WIRE YPRES ADEA] 


9-1 
DOFO enat) 


2-0 


JETE LOW -极限 , а НОЕ ВЕ тот Y Bir Y 的 选择 无 关 , ЗЕ А В pR 3 
五 的 积分 并 忆 为 | FO) ат. 


Е НИ РЙ ИТР.Х>УМЕ P a |. М 
有 的 OCX Pz) 在 在 并 且 对 于 所 有 使 得 z -- AEQ 的 Ar, 


thr, 
Ро Ла) Pd) | РС) й, 


MEERA Q БУРЯ ГРИ; Newton- Leibnitz ДАЖЕ, 
我 们 不 再 推导 Newton-Leibnitz 公式 成 这 的 条 件 . 请 读 М XVIL 
1.7 中 的 证 明 出 发 自己 建立 充分 条 件 ( 参 见 Вулих-1 第 372 页 ). 
4.2. 现在 假设 XX 是 (0Z) 完 第 的 , 考察 方程 
P(r)=0. (1) 
Mah PAM X ДУШЕ. HE EX, 9: ТЕНЬ, 可 用 Newton 法 
米 解 方程 (1): 
zar Р (en) 1 P(r)) 
(m 0, 1, 2, +5 To= Zo), 
也 可 用 向 化 的 Newton 法 求解 : 
Lari = Ey — [P (£P (z,)) (2) 
(м0, J, 2, ea 
fH SL НЕ В Р 化 Newton ўд, № P= EP Ово OAI 
LRR T Жил Y 上 给 定 的 线性 算 子 )， 除 了 方程 (1 外 还 芳 察 方程 
Q(z) =0 (3) 
Ни QEM Z #J W ЮГ, Ji pe (3 ) 将 起 控制 办 各 的 任用， ВНЕ Z йт 
EJT H Cza z 1; 
=: {rEX: |а ете | 55 -or 
TL HT P HUQ HS RL КИЖИ: 
1) НГ RT P BJ Newton-Leibnitz АД: 
2) ЕН Га 2 БИТ Q hu Newton-Leibnitz 公式 成 立 ， 
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(0) 
3) А2, я-а 2] H. аи, И Q (=, ->Q (2): 
1) ЕКЕТ У LY НЕ T: Tol P (во) 和 在 整个 W 上 给 


И Ло Ө Сао) J 并 下 AoEL М, 2), НЦ A, Го 

5) [7 P (то) [< AQ (20); 

6) 如果 ED № Elan 2) Ek |а za | а-я, MD Г. IAR (2) 是 
I— 1" P (z) 的 模 控制 ， 

D 方程 (3) 在 区 间 Гао, 2 1 Li #. 

这 时 ， 方 程 《1) 有 满足 条 体 175 一 xo | 所 3 一 zo Й, 初 值 点 为 z 的 简化 
Newton 过 程 FE РЯ T fe >. 

如 果 在 定理 1 的 条 件 中 , 方程 (3) 在 区 间 Czo z J 由 有 了 唯一 的 解 ， 则 方程 
ив 

定理 的 证 明 可 从 Вулих-1 找到 (定理 ХИ. 5.1 #1 ХИ. 5.2). 

4. а Зп ADRE TE Е, В 2 2 i С ИДА 4: 
同 的 方向 收敛 于 解 . 这 里 所 述 的 结果 可 解释 为 常 微分 方程 理论 rh By C. А. 
Чаплыгип 法 的 抽象 推广 . 


Е J Pe 
U (z) = 0, (4) 
НО ЕАМ КН] X J pt У И Г, 
引 理工 КИЖИ: 
D EAE o zieX, 使 
хех H. U lag 02 U (zá): 


2) 在 在 将 X НУ LARERE. T. ERE Saai M 


UD T TG а) SU (в) EU (z) TT (z а), (5) 
D талия Ет 
这 时 ， 
а) 由 公式 


тодо Т Ч (т), х2 ТЧ (т) 
АИ ЕЗИ а 8:9 
дас n ar IG): COS U (ri): (6. 
b) 如果 方 程 ( 人 人 序 区 有 Leo те] GAAR š, за гт. 
Ш. 000) 0 M T0, M TOU (о) 0, 由 此 zz 类似 地 


ri 


s 34° 


其 次 ， 
врат Чао = TT (z4—z)+ TU С) 
= ИТ (а РИ (zo) С. 
出 不 等 于 (5) 的 右 端 玫 条 件 1) 
T (z420) НИ (20) Z U (zi) 20, 
由 此 26 — то220, 因而 хто, ЖНАЕУ (5) Ч ед, BR. 由 此 
U (zi) <U (m) +T (ту) = U (о) TTU (то) 一 8 
№ 
U (xo) P (z | — zú) = 0 (z ) = 0. (7! 
其 次 f 
арро PU (z) — z = TU UP (т TU (zú) 
= ТУЧ (zú) -+T (ку 20) 1, 
ШЕЮ (7) пд а -- 2,220, Др w т. 
Шт 代入 不 等 式 (5) 的 左 端 得 
U бал) >U (rü) +T (xi ~g) =U (zü) ТТ 1 (zà) 0. 
从 而 证 明了 不 等 式 (6), A ГЕИ: Я b) 成 立 , 
зох МО (2) 二 ,这 时 ,由 (5) 
а-о TU (т) = T [U (za + T (E zr) ] 
>T AU (3) ==9, 
由 此 тк. 类 似 地 可 证 得 Z< ri. БРАЦЕ НЕ, 
定理 2， 没 下 列 条 件 成立 : 
1) 2,24, Uz < OU zy; 
2) Ша Сао а, эа, МИ) —25U Ca); 
3) ЗЕБ Га =. 16] 上 对 于 算 子 乙 的 的 Newton- Leibnitz 公式 成 立 ; 
4) EE XRRR EA Y RER T T, 使 得 对 于 所 有 的 z€[zo til, 
хт ВХ, ЭН 


[U (zy) (h) Т); 
ИЕС ТЕ (o) - Т". 
这 时 , 方程 (4) 的 属于 区 间 : Tn, zal tP RREH E fdl: а, 共 中 有 最 小 解 z* 
пахне JEH. 如 果 元 z, 和 z 用 下 列 递 推 公式 确定 : 
==... Г lU (r, 1) 
за, TOU (ah) (М), (8) 
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Лс, х EEEE 
证 ， 我 们 指出 : 算 子 上 和 于 存 每 个 区 间 Lx,, zu J ТЧ КАР. 
我 们 来 证 明 . 对 满足 下 列 关 系 的 任意 的 z.x 入" 
За Kri 
具有 类 似 于 (5) 的 不 等 式 
U (z) +T (2—8) SU (0) SU () +T (2—2). (9) 
事实 上 , 利用 条 件 3) 及 积分 的 定义 可 得 


U(a)—U (z) ==) U (a)dz «таг T (2—2), 


а) 00} Y ОА Tdr=T (2'— 2), 


JA hi f RSE (9). 

利用 不 等 式 (9) 及 条 位 1), RAE aj aA E с, 和 zx%, 引 理 1 的 
人 条件 成 站, 由 此 

EN Ses а туар. 

AX Æ K- |H], 则 存在 z*=supz,,s**—infz, № EL z, е, zk у, 

在 (8) 中 到 (0)- 极 限 并 考虑 到 条 件 2) 415), 可 得 
TU (z*) = 1U (zr**) =0, 
由 此 
0 (2%) =U (z**) =0, 

JRA хе 和 х 是 方程 (4) 的 解 ， 此 外 , 根据 引 理 1 方程 (4) 的 任意 包含 在 
[zo 2z6j 中 的 解 针 对 所 有 的 n ERE хал, 所 以 TAR 

д: EBE EE, 
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